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6 Differentiation im Banachraum

Vorlesung 13.10.09
Wiederholung (Differentiation im Banachraum)

Seien X, Y Banachriume und sei U € X offen. Weiterhin sei f eine Abbildung f : U — Y.

Ableitung

f ist (Fréchet-)differenzierbar in z¢g € X, wenn fiir h — 0 ein A € £(X,Y") (beschrankt,
linear) existiert, so dass

f(xo+h) = f(xo) + A-h+o([[h]])

f(xo) = A€ £(X,Y) ist die beste lineare Approximation an f in x.
Wir legen noch folgende Schreibweise fest:

CHU,Y)={f:U =Y | f ist stetig differenzierbar auf U}

Kettenregel (f o) (0) = F(g(a0) - g (o)

Schrankensatz

Sei f stetig differenzierbar auf [a, b]. Dann gilt

1£ (@) = fFO)ly < = Hf/(37>H):(X,Y) b —allx

z€la,b

Inverse

Sei f €CY yo= f(xo) und f'(wg) € L(X,Y) beschriinkt invertierbar. Dann ist f lokal
invertierbar, d.h. es existiert U 3 xg, so dass f : U — f(U) bijektiv und die Inverse stetig
differenzierbar ist, also f~! € C'. Aukerdem gilt dann:

(f=) (yo) = (f'(z0)™!

Das heifst, dass f ein lokaler Diffeomorphismus ist.



KAPITEL 6. Differentiation im Banachraum

Implizit definierte Funktionen

Sei f:AxX =Y, fecC, f(ho,20) = 0, Dpf(No,x0) beschrinkt invertierbar und
aukerdem z(-) € C}(A, X). Dann gilt in geeigneter Umgebung von (), x):

f\z) =02 =2z

Wegen
0=(f(Xz(N) = AN z(N) + fo(A, z(N)) - 2'(N)

gilt dann
2'(N) = =(foh (V)7 A 2(V)

Partielle Ableitungen

Bzw. Gateaux- oder Richtungsableitungen. Sei e € X, |le|| = 1.

S laott0) = Def(ro) = def(a0)
t=0

Laut Satz gilt fiir die beiden Arten der Differenzierbarkeit:
(i) Fréchet = Gateaux

(ii) Gateaux + Richtungsableitungen definieren einen beschrinkten linearen Operator,
der stetig von xo abhiingt = Fréchet (f € C!)

Speziallfille:
Q) f:R" = R™
d%lfl o %ﬁ
= : : € M(m x n;R) (Jacobi-Matrix)
0 o)
der fm Bar Jm
(i) m =1
f'=vf (Gradient)
(iii) n=m

det f (Jacobi-Determinante)
spur f’ (Divergenz)



6.5. Hohere Ableitungen

6.5 Hohere Ableitungen
6.5.1 (Multi-)lineare Algebra

Erinnerung:
(a) Seien X,Y Banchraume. Dann ist

L£(X,Y)={A: X - Y | Abeschrankt und linear}

wieder ein Banachraum mit der Norm

[ Az ||
[Allg(xy)y= sup [|Az|y =sup Y
ol =1 20 [[2]x

Aufserdem gilt
IA- Bl < [|A]l - [|B]

(b) Seien X,Y,Z Banachraume. Dann ist
L(X,Y;Z)={B: X xY — Z | B beschriankt und bilinear}

auch ein Banachraum mit der Norm

1Blle(x,y;z) = H51”1p1 B[z, ylll ; < o0
z||=
ll=1

(¢) Multilinearformen
Fir Xq,...,X,,Y Banachrdume ist auch

L(X1,....,Xn;Y)={B: X1 x...x X;;, > Y | B beschrinkt und multilinear}

einer mit
1Bllexy,....x05v) = SUP
llz1l=1
Hzn'llzl

Es gilt stets:  beschrinkt <= stetig

Satz 6.5.1. Seien X,Y,Z Banachraume. Dann definiert
L(X,Y;7Z) = &(X,L(Y,Z)) mit B— B und (Bx)y:= Bz,
einen (linearen) Isomorphismus, der auflerdem die Norm erhdlt, d.h.

H Hs(x,g(y,z)) = 1Bllecx.v:z)

Kurz:
L(X,Y;2)=L(X,L(Y,2))
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Beweis:

(i) Linearitdt (und korrekte Rdume) trivial

(ii) Bijektivitét

(iii) Normen

— sup | Ba

llzll x =1

= sup (sup H(Bx)y”z)

el x=1 \llylly=1

H H):(X,L‘(Y,Z)) &Y, 2)

= sup (Sup \|B[$>y]||z)
llzll x =1 \llylly-=1
|
= sup ||Blz,y]|l,
[lz[|=1
llyll=1

= HBHS(X,Y;Z)

Korollar 6.5.2. Fir Xq,...,X,,Y Banachriume ist
L(X1,..., X Y) =2 £(X1, £(Xo, ..., (X, Y)...)

Beweis: durch Induktion.
Induktionsanfang n = 2, hierfiir gilt der Satz.
Induktionsschritt (n — 1) — n

L(X1,..., X Y) =2 £(Xq,..., Xpn-1; (X, Y))

Satz

- e(Xy, &(Xa,. .., &(X,, ). )

Beispiel. X =R" Y =R™ Z=R

B € &R",R™R) = M(m x n;R)
Blz,y] = 2T By

10



6.5. Hohere Ableitungen

6.5.2 Zweite Ableitung

Definition 6.5.3. Seien X, Y Banachriume, U C X offen und f : U — Y. f heifit zwei-
mal differenzierbar in xqg € U, falls f in einer Umgebung V C U von zq differenzierbar
ist und f': V — £(X,Y) differenzierbar in xq ist. Wir schreiben

f"(x0) = D*f(wo) := (f')'(wo) € L(X, &(X,Y)) = &(X, X;Y)
Falls zg — f”(z0) € £(X, X;Y) stetig ist, schreiben wir f € C2.

Satz 6.5.4. Sei f € C! und existiere f"(xq) wie oben. Dann gilt fir h — 0 (in X): Vorlesung 15.10.09
1
f(xo +h) = f(zo) + ['(wo) - h+ 5 - f"(wo) B, B] + o||h[|)
——
g(h)

Also erhalten wir die beste quadratische Approrimation an f.

Beweis:

1
f(zo+h) — f(xg) = /f' xo+t-h)-h dt (Kettenregel und Hauptsatz)
—,_/

0 L f(xo+t-h)

Def.

1. Kbl. ~——

1
/ £(0) + (f'(x)) th + o(th]) | -1 at
~——
0 £(X)Y) £(X,X;Y)

1

/ )b+ (o) [th, B] + h - of||th]])) d
0

1

1
= f'(wo) - h+ f"(x0)[h, ] - /t dt+h-/o(yth||) dt
0 0 o(||nl)

{

o[IA1*)
O

Beispiel. Sei f : R" — R gegeben durch f(z) = 327 Az. Sei weiterhin A € M(n x n;R)
und A = AT,

1
fl(x)-h= §(hTA$ + 2T AR) = 2T Ah

fl(x)=2TA
f(x) -h=hTA= Ah
fl(z)=A

f"(x)[h,h] = KT Ah
1 1 1
5(3:0 +h) T A(zg + h) = 5:E€A£Co +ad Ah + §hTAh (Restterm = 0)

11



KAPITEL 6. Differentiation im Banachraum

A€ &R, R™R) = £(R", £(R",R)) = A € £(R",R")

Definition 6.5.5. Seien X,Y Banachriume, U C X offen, xg € U und f : U — Y.
Dann heift f zweimal Gateauz-differenzierbar in xg, falls fiir alle x € V C U
(offene Umgebung von xp) und £ € X die Gateaux-Ableitung

d
D¢ f(zo) = X fzo+§-1)
existiert und diese, als Funktion von x, in xy Gateaux-differenzierbar ist. Also

V¢, n € X 3Dy (Def) (o)

d d

gaf(onJrg'tJrﬁ‘S)

Bemerkung: Fréchet — Gateaux

DyDe f(x0) = f"(x0)[n, €]

Satz 6.5.6 ((1873) Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)). Sei f zweimal stetig Gateauz-
differenzierbar.

z — Dy(Def)(x) fiir alle n, &
Dann kénnen die Ableitungen vertauscht werden.
DyDe f(z0) = DeDy f(20)
Beweis:
(i) n | € trivial
(ii) OE Y = R, X = R? (schriinke auf (£,n) ein)
OE ¢ =e1, n=-e2, x = (x1,22), x9 = 0.
d1f(x2) :== f(h1,22) — f(0,22)
d2f (1) := f(21, h2) — f(21,0)
02(61f) := 61f(h2) — 01£(0)
= f(hla hQ) - f(Oa h2) - f(hlao) + f(0,0)
= 02 f(h1) — 02£(0) =: 61(02f)

Wir zeigen nun:
31'1‘ S (0, h,) : (52((51f) = De1 (Dle(l'l,{L'Q)) hohq
————
0<z;<h;
denn:
_ ’ .
62(61f) S (61f) (z2) - b2

- (Dezf(hla .%'2) - D62f(07 ZBQ)) h2
N De, (De, f(x1,22)) hahy

12
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Genauso zeigen wir:
3z; € (0,hi) : 01(62f) = De, (De, (%1, %2)) hala
Wir wissen nun:

De, (De, f(21,22)) hatl = De, (De, f(Z1,%2)) hattt

Wegen Stetigkeit der Gateaux-Ableitung (die vorausgesetzt wurde) konvergieren
beide Seiten fiir hq, hy — O:

De, (Dezf(0> 0)) = D, (De1 £(0,0))

Bemerkung:

(i) (Berger: ,Nonlinearity and Functional Analysis® (2.1.17))

f zweimal Fréchet-differenzierbar <= f zweimal Gateaux-differenzierbar und

x— DyDyif(x) € £( X , X ;Y)
n 3

ist stetig

(ii) (Dieudoné 1 (8.12.2))

Stets ist die zweite Fréchet-Ableitung symmetrisch bilinear:

D? f(w0)[h1, ha] = D* f(20)[ha, hi]

(iii) Schreibweisen (fiir Einheitsvektoren e;, e;):

D¢, De, f(w0) = 0;0; f(x0)
0 0

= f$Z$J (xO)

6.5.3 Extrema und Sattelpunkte
Sei stets U C R"™ offen, zg € U und f: U — R.

13



Vorlesung 20.10.09

KAPITEL 6. Differentiation im Banachraum

Definition 6.5.7. Wir nennen zq ein lokales Mazimum von f, wenn gilt:
WV CU (mit g e V)V eV & f(zg) > f(x)
Das lokale Maximum heikt strikt, falls

fzo) > f(x) fir zo#=x

Analog definieren wir ein lokales Minimum.
Allgemein sprechen wir von einem lokalen Extremum, wenn entweder ein Minimum
oder ein Maximum vorliegt.

Satz 6.5.8 (notwendige Bedingung). Hat f in xq ein lokales Extremum und ist [ in g
differenzierbar, so ist

f'(xo) = gradf(z) =0

Beweis (Widerspruch): OE gehen wir von einem Maximum aus.

h:=¢e-gradf(zo) (e \(0)

fzo) = f(xo +h) = f(xz0) + f'(x0) - h + o(|h])
0 > e (gradf(zo), grad f(z0)) +o(le])
|grad f (z0)|?
0> |gradf(zo)]*>  (fiir € — 0)
= Widerspruch!

Definition 6.5.9. Die durch f”(zg) erklirte symmetrische Matrix
(Hess f)(ao) = "(z0) = (00,00, (20)) 12, -,
heifst Hesse-Matriz von f in xg.
Bemerkung: Die Spur der Hesse-Matrix heiftt auch Laplace-Operator.
Af(wo) = spur(Hessf)(zo) = (02, + 02, + ...+ 02) f(z0)
Erinnerung: Sei A € M(n x n;R).
o quadratische Form:

Q(z) = 2T Az
(strikt) positiv definit <= Vo € R"\ 0 : Q(z) >0
(strikt) negativ definit <= Vx € R"\ 0 : Q(x) <0
indefinit, falls beide Vorzeichen angenommen werden

14
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e orthogonale Diagonalisierung: Es existiert eine orthogonale Matrix S (S7.S = id),

so dass
A1 0

STAS =D = M >N > >\,
0 A

diagonal ist.

Satz 6.5.10 (Trégheitssatz von Sylvester). Es existiert eine invertierbare Matriz S, so
dass gilt

+1
+1
0
STAS =
0
—1
—1
Daber 1st
#{+1} = #{\ > 0}
#{0} = #{\x = 0}
#{—1} = #{\ < 0}
Auflerdem gilt
Q(Sx) :x%+x5+...+x§—mg—...—x%

Definition 6.5.11. @ (bzw. A) heit nicht entartet, falls

#{Ni =0} =0

AuRerdem nennen wir

m"(A) = #{ i > 0}
den Morse-Index von A.

Satz 6.5.12 (hinreichende Bedingung). Sei f'(x0) = 0 und existiere (Hessf)(zo) =
1"(zo) und sei diese positiv (negativ) definit. Dann hat f in zo ein striktes lokales Mini-
mum (Mazimum).

Beweis: OFE sei (Hessf)(xo) positiv definit. Wir beweisen indirekt, nehmen also an xg
wire kein striktes lokales Minimum. Dann existiert eine Folge x,, — x¢ mit x,, # xg. Wir

15



KAPITEL 6. Differentiation im Banachraum

hn

ersetzen wahrend der Rechnung 7, = e

f(x0) > f(zn) = f(x0) + f'(wo)(@n — x0) + % - " (x0)[xn — To, T — 0] + 0(|T0 — 0|)

=0 hn

hg ((Hessf)(x0)) hn + O(Ihnyz)

o
v

)
vV
N =N =

my ((Hessf)(z0)) mn + o(1)
~~

fiir n—o0

Die n, liegen alle auf der Einheitssphére.
n, € SN c RV

Da diese aber kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert »:

0> =

T ((Hessf)(z0)) 7

n
= Widerspruch!

N

O

Satz 6.5.13 (Satz von Morse (1925) (ohne Beweis)). Sei f € C3, f/(0) = 0 und
(Hessf)(0) nicht entartet. Dann haben die Niveaumengen von f in RN lokal nahe v =0
dieselbe Gestalt wie die Niveaumengen der quadratischen Form

1

Q) = 5 - o ((Hessf)(w0)) @

Genauer: Es gibt Umgebungen V, V wvon 0 in RN wund einen C'-Diffeomorphismus
©: V=V mit p(0) =0, so dass f(x) = Q(v(x)). Das heifit die Niveaumengen erfillen

feeV]f@=c=¢" ({zeV Q@) =c})
Wir kénnen uns sogar Hessf in Normalform vorstellen.
. . 2 a b
Beispiel. f:R* — R, (Hessf)(zg) = . d
positiv definit <= spur(Hessf) > 0, det(Hessf) > 0

negativ definit <= spur(Hessf) < 0, det(Hessf) > 0
indefinit <= det(Hessf) < 0

16
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6.5.4 Extremwerte und Konvexitat

Beispiel. (Courant 11, ch. III 6.2.4)
gegeben: P = {p ... pM} C RN
gesucht: Punkt 2 € RY mit minimaler Abstandssumme
oy =3 =]

2

k=1 ———
(k)
N 2
r(k) = § (-Tm - p?(ﬁ))

m=1
Definition 6.5.14. Sei X ein Banachraum. Q C X heiflt konvexz, falls

Va,be Q : [a,b]:={a+Ab—a)|0<A<1}
={(I1-XNa+XM|0<A<1}CQ

Bemerkung: Von dieser Definition ausgehend konnen wir fiir beliebige Mengen den Be-

griff der konvexen Hfiille einfiihren.

conv(P) := ﬂ Q kleinste konvexe Menge, die P enthélt

QDP; Q konvex

Falls P C RV, kbnnen wir sogar sagen:

conv(P) = ﬂ Q

QDP; Q alg. Halbraum

Halbraum = {z | ez > ¢}

0<t® <1y Y e = 1}

k=1

ConV(P) — { Z t(k‘)p(k?)
k=1

Definition 6.5.15. Sei X Banachraum und 2 C X konvex. Die Funktion f : Q@ — R

heiflt konvex, wenn

epigraphf := {(z,y) € A xR | y > f(x)}

konvex ist, d.h.

Ya,be Qund 0< A <1 : f((1—Na+b) < (1—N)F(a)+ A f(b)

f heiflt strikt konvez, wenn fiir 0 < A < 1 und a # b gilt:

FI=XNa+Xb) < (1—=X)f(a)+ Af(b)

17



Vorlesung 22.10.09

KAPITEL 6. Differentiation im Banachraum

Satz 6.5.16. Sei Q C RY konvex und kompakt und sei weiterhin f : Q — R strikt konves
und stetig. Dann ezistiert ein eindeutiges Minimum, d.h.

Alxg € @ f(zo) = ;Ilégf(l‘)

Beweis: Die Existenz folgt aus der Regel f(kompakt) = kompakt.
Die Eindeutigkeit zeigen wir indirekt, nehmen also an es gébe zwei:

f(xo) = f(x1) = min f(z)

z€eQ)
—smin () = 5 - f(@0) + 5 F@1) > [(5 - (w0) + 5 - (@) > min f(x)
= Widerspruch!

O]

Proposition 6.5.17 (Kettenregel). Seien X,Y, Z Banachriaume und U C X sowie V C
Y offen. Seien weiterhin g : U =V inxg € U und f : V — Z inyo = g(xo) € V zweimal
Fréchet-differenzierbar. Dann gilt

(fog) (@) €, n )= f"(9(0)) [¢'(0)&, ¢ (zo)n] + f'(9(0))g" (z0)[&,n]
— N~
e(X,X;Z) €X €X

Kurzschreibweise: )
(Fog)' =1"(9)" + 1"

Bewelis:

(fog) (zo)n= f(g(x0)) g (o)
—_—— —
eY,Z)  L(X)Y)

(fog) (o), nl = f"(g(x0))[g'(x0)E, g (xo)n] + f'(g(x0))g" (x0)[&, 7]
N——_—— ——

LY;e(v,2)) Y
Ul

Satz 6.5.18. Sei X Banachraum und Q C X konvex. Sei weiterhin f : Q — R zweimal
differenzierbar und es gelte Vo € Q : f"(x) > 0, d.h. positiv semidefinit. Dann ist f
konver.

Falls f"(x) > 0 (strikt) positiv definit ist, so ist f strikt konver.

Beweis: Seien a,b € Q mit a # b. Setze g : [0,1] — Q als
g(t) :=ta+ (1 —1t)b
und auferdem ¢ : [0,1] — R als

o(t) == (fog)(t)

18
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Wegen ¢” = 0 folgt

Das Problem wird also auf die reelle Achse zuriickgefiihrt.

Beispiel (Abstandsumme).

P= {p(l),...,p(”)} CRY

for =3 -3,

N
0= e, = |5 )

=1

Klar ist, dass die Suche auf 2 = conv(P) eingeschrinkt werden kann. Da diese Menge

kompakt ist, existiert ein Minimum.
Zuerst bestimmen wir die erste Ableitung:

5 (") ) = s 2 (=l
v (x) = (r(k),) (x)

— pk) T

SR S N ()
o=, ~ ()

— Kinheitsvektor von p(k) nach z

. . Tm—pY (k)
Zweite Ableitung (benutze Gy = em ):
o 0 1
A O (! - - (k) _ _ R L (R
Oy, Ox; (T )(az)— [r(k)(x)]Q (52717’ (xl Pi ) em)
WY () — L (g — o® (0T
(7" >(x)_r(k) <Id e (e ) )
1
— — [id — pk)
P ('d P )

Q)

T
— QW) ist orthogonale Projektion auf <e(k)>

19



Vorlesung 27.10.09

KAPITEL 6. Differentiation im Banachraum

Nun bleibt noch zu priifen, ob f” positiv definit ist. Wir setzen voraus, dass x ¢ P.
Fassen wir f” als Matrix auf, dann ist f”(x)¢ Projektion von & auf span <e(k)>T.
k

Also ist f konvex.

— Vk: £ e®

Dies ist nur moglich, wenn ein x existiert, so dass alle e(®) parallel sind. Dann miissten
aber alle p* kolinear sein. Sind sie es nicht, so ist f”(z) > 0 fiir x ¢ P. Da also P
endlich und nicht kolinear ist, muss f strikt konvex sein. Darum existiert ein eindeutiges
Minimum.

Konkret: Betrachte dasDreieck P = {p™),p® p(®)}. Notwendig ist:

e + e + e® =0 oder z€P

Sind alle Innenwinkel kleiner als 120°, so liegt das Minimum im Schnittpunkt der 120°-
Kreise, sonst in der stumpfen Ecke.

6.5.5 Extrema und Nebenbedingungen

Satz 6.5.19. Sei f : RV = R, g : RN — RE lokal nahe 29 € RN eine C'-Funktion.
Weiter sei zg ein lokales Extremum der Funktion f mit der Nebenbedingung g(z) = 0 €
RE wobei 2z € ({z : g(2) =0} NU(20)). Sei auferdem Dg(zy) surjektiv (insbesondere
K < N). Dann gilt

Vf(z0) L kern Dg(zo)

oder dquivalent:
g1
V f(20) ist eine Linearkombination der Zeilen der Jakobi-Matriz von g = | * |, d.h.:

gk

k
vf(ZO) = Z Am - Vm

m=1

Beweis: Wihle orthogonale Koordinaten z = (z,y) € RV =K x R mit

span ((£,0)) = kern Dg(z)

20
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Dann ist Dg(z) : RNV — R auf {(0,y) |y € R } = 0 x R¥ invertierbar, also ist auch
Dyg(20) : RE — RE invertierbar. Darum ist nahe zy = (29, yo):
9(z,y) =0 <=y = y(x) mit 0 = Dag(zo, y(20)) + Dyg(z0,y(x0))Dy(x0o)

Dy(x0) = — [Dyg(wo, y(20))] " Dag(@o, y(x0)) =0
0

Setze
p(x) = f(z,y(x) : RN NU(20) = R

Dann hat ¢ in xq ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingung). Also

0 = Vo(xg) = Dy f(wo,y(x0)) + Dy f (w0, y(w0))Dy(x0)
0

Wihle nun (&,7)7 € kern Dg(zp), d.h. n = 0.

91 (5) = 910 (§) = Dastea =0

Also ist
V f(z0) L kern Dg(zp)

Erinnerung (Lineare Algebra):

(kernA)t = bildA”
= Linearkombination der Zeilen von A
¢ An =n" AT¢
nekemA = Ve : 0=¢TAn=nT AT¢ —= n L bildAT
~~

Beispiel. Seien f, g quadratische Formen, A, B symmetrische N x N-Matrizen und ¢ € R.

f(z) = 2T Az
g(z)=2I'Bz—¢

Gesucht sind also die Extremwerte einer quadratischen Form auf einer Niveaufldche einer
anderen quadratischen Form.
Voraussetzung:

e ¢'(z0) #0 d.h. 29 ¢ kernB

o f(20) ist ein lokales Extremum auf {z } 2'Bz=0}.
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KAPITEL 6. Differentiation im Banachraum

Folgerung:
INER : Vf(z0) = AVg(z0)
ZA=XLB
AZO = )\BZO

Konkreter fiir B = id:

9(z) =2z —c=|l2ll — ¢

Dann ist die Menge {z | 27Bz =0} die (N — 1)-Sphére mit Radius /¢, ¢ > 0. Die
Extremwerte von f sind Figenvektoren der Matrix A. Sei zp Figenvektor und A\ der
zugehorige Eigenwert. Dann ist

f(z0) = 25 Az =25 A~ 20 = A - |lz0ll3
Bemerkung:
(i) Alle Eigenvektoren von A liefern kritische Punkte (i.A. Sattelpunkte).

(ii) Maximum und Minimum sind durch den maximalen bzw. minimalen Eigenwert
bestimmt.

6.5.6 Taylor-Entwicklung
Seien stets X,Y Banachridume, U C X offen, xg € U und f: U — Y eine Abbildung.

Definition 6.5.20. Die n-te (Fréchet-)Ableitung f)(zq) = D" f(x) ist rekursiv
definiert als die Linearisierung der (n — 1)-ten Ableitung in einer Umgebung von z:

1™ o) = (707 (o)

Fiir die Raume gilt dann:

FM (o) € L(X, L(X, ..., LIX,Y)) 2 L(X,X,...,X; V)2 LYX,Y)

n-mal n-mal

C™"(U,Y) bezeichnet dann den Raum der n-mal differenzierbaren Abbildungen mit steti-
ger n-ter Ableitung.

Definition 6.5.21. Als n-te Gateauz-Ableitung ergibt sich entsprechend
'D&'D& .. .'Dgnf(xo) flir &,...,6p € X

Bemerkung:

(i) Fréchet — Gateaux

Dflpfz s ’Dgnf(.’ll‘(]) = an(x()) [517 cee 757),}
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6.5. Hohere Ableitungen

(ii) Gateaux, multilineare Beschrianktheit und Stetigkeit in zy = Fréchet, C"

(iii) Fréchet oder Gateaux + Stetigkeit = Symimetrie
Dies bedeutet, dass die Reihenfolge der partiellen (Gateaux-)Ableitungen egal ist
bzw., fiir D" f(x(), dass fiir jede Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n} gilt:

D" f(x0) €1, &l = D" f(@0) [€xcrys - - > Enn)]

Zum Erhalt der Lesbarkeit vereinbaren wir, unter der Voraussetzung, dass
a=(a,...,ay) e NY
folgende Notationen:

la] =a1+...+ay

al=ay!-...-ay!
@ fo an 8‘04
DY =DM D = e
1 ---Dy o
aﬁ;axjy
mltDZ{kZDk’Dk
——
ag-mal
a __ o1 an N
=ity (:UER )

M =1¢,....¢
——

n-mal
Bemerkung:
(i) Sei o € N} gegeben. Dann gilt:
Di, ... Dy, =D <= |a| =m

und die m-Tupel & = (k1,...,kp) enthalten j genau aj-mal. Die Anzahl solcher
m-Tupel k zu gegebenem « betréigt %,'

(i)
1 1
— ) (z0)n™) = E JDaf(xo)ha

n!
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KAPITEL 6. Differentiation im Banachraum

denn:

N
= f(n)(l‘[)) Z hileil, ey Z hinein

i1=1 in=1

=" S (o) [eir, - eq] - hiy e h,

Satz 6.5.22. Seien X,Y Banchriume, xo,h € X und x; := x9 + 7 - h. Sei auflerdem
f: X =Y aus C"! in Umgebung der Strecke S := {x. | 0 <7 < 1}. Dann gilt die
Taylorformel:

f(xo +h) Z X F® (@0)h ™ 4+ Ry i1 (20, h)
mit Restglied

1
1
Rp1(wo,h) = — / (1—7)"- fOFD (2 )p D 7
0

(t—7)"-g" D (r) dr

o .

Beweis: Wir erinnern uns an g € C"t!(R, R):
Rpt1(0,t)

"1 1

_ L mgnk | L

(kzzok! g (O)t>+n!
t

Rua(0.0) = - [ =17 ™) 4 5 [0 nm o) ar
0

Setze t =1 und ¢(7) := f(x;) = f(xo+ 7 - h). Dann gilt
g'(r) = f'(z-)h
J'(r) = 1"z

g(n-I-l) (7_) _ f(n+1) (.I‘T)h(n+1)
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6.5. Hohere Ableitungen

Einsetzen und fertig. O

Bemerkung:

(1)

(iii)

Sei X = RY und a € N))'. Dann lautet die Taylorformel

Flao+h) = | 32— Do)k | + Rusa (20, 1)

laj<n
Denn es gilt ja
1 1
— - fU (w)h ™) = o1 D f(zo)h®
! i
1
flzo+h) = (Z il f(m)(l’o)h(m)> + Ry (zo, h)
m=0

Implizite Funktionen. Es sei F(Ag, zo) = 0 und D, F (Ao, x¢) ! existiere. Dann gilt
F\z)=0<= x=1x(}\)
lokal
2'(\) = = D, F(\, z(\)IDyF (N, z(N))

Ebenso gilt:
Fel'= (A—z()) el

Denn: Induktion nach n. n = 1 ist klar. Gelte die Behauptung schon fiir n — 1, also
FeC"l'= A z(\)ec™!
Dann gilt fiir F' € C" und () € C"~! per Kettenregel

z'(N) = =D, F(\, z(X\) "L DAF (N, z(N))
~—~ ~—~

Cn—l Cn—l

¢cn—1 ¢cn—1

Cn—l

Also
P()ec" ! = x()ec”
Konvergenz der Taylorreihe, etwa wenn der Restterm Ry, 41(xo, h) fiir |h| < r gleich-

méfig gegen Null geht fiir n — co. Dann konvergiert auch die Taylorreihe gleich-
méfig in dieser Umgebung und stellt die Funktion f dar:

flwo+h) =2 % FARCHI
k=0
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Vorlesung 03.11.09

KAPITEL 6. Differentiation im Banachraum

6.6 Beispiel: Torus zeichnen

cosA 0 —sinA cosae —sina 0 1+7-cosp
(N, f):= 0 1 0 | sina cosa O] - 0
sinA 0 cosA 0 0 1 r-sin 8
R TS'F v

v ist ein Kreis in der zz-Ebene um (1 0 0)” mit Radius 7. S dreht diesen Kreis um die
z-Achse. Der so enstandene Torus (,Donut®) wird durch R mit Winkel A um die y-Achse
gedreht. Ziel: Zeichne die Projektion P des so konstruierten (a, 8 mod 27) und gekippten
(0 <A< Z) 2-Torus T? C R? in die zy-Ebene.

cosA 0 —sinA (I+7-cosf)-cosa
O\ ,8) = 0 1 0 1 (I+7-cosf)-sina
sinA 0 cosA r-sin 8

cosA-(1+r-cosf)-cosa—r-sin\-sinf
= (I+7-cosf)-sina

sinA\- (14+7-cosf)-cosa+r-cosA-sinf
®q

= ®y

D3

Uns interessiert die 2D-Projektion in die zy-Ebene:

o\, B) = PO(\, ) = @;) (e, 5)

Wir zeichnen eigentlich Rander des projizierten Bildes
{e(\a,B) [a,Be st}

Betrachte die Jacobi-Determinante

B Oa®1 03Py
det (D(a’ﬁ)np()\,a,ﬁ)) = det <3a‘1)2 85<I>Q>

(Ae,8)

Wo det # 0 kénnen wir per implizitem Funktionensatz die Gleichung (X, a, 8) = (z y)*

lokal nach «a, 5 auflésen:

(@, B) = (@, B) (A 2, y)

Solche Punkte sind nicht " Rénder* der Projektion, sie werden also nicht gezeichnet.
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6.6. Beispiel: Torus zeichnen

Deshalb interessieren uns Punkte (z y)T = (), «, 8), in denen gilt:

!
0 = det (D(aﬁ)go()\,a,ﬁ))
—cosA-(1+7r-cosf)-sina —r-(cos\-cosa-sinf +sin - cosf)
= det . .
(1+7-cosp)-cosa —r-sina-sin 3
=r-(14+7r-cosp)- (cos)\-sinza-sin6+cos)\-cosza-sinﬂ—ksin)\-cosa'cosﬂ)
=r-(1+7r-cosf)- ((sin2a+c052a) -COS)\-sinﬁ+sin)\-cosa-cosﬁ)
=r-(14+7r-cosf)-(cosA-sinf3+sin\ - cosa - cos3)

Behauptung:
C\a,B) =0= V(,zC\aB)#0

Insbesondere: {(a, 3) € S' xS | C()\, @, ) = 0} besteht aus endlich vielen geschlossenen
Kurven ohne (Selbst-)Uberschneidungen.
Denn: Kontraposition

Vi, C\ o, 8) =0 = C(\a,3) #0
Also

0=0,C =—sin\-sina-cos und

0=03C =cosA-cosf3—sinA-cosa-sinf3

Fall 1: cosf =0 und sinA-cosa =0

Fall 2: sin A =0 und cosA-cos5 =0

C =cos\A-sinf#0
=+l =11

Fall 3: sina =0 und cosA-cosB FsinA-sinf =0
Wire auch noch C = cos A -sin 8 +sin A - cos 8 = 0, dann hétten wir

cos 3 cos A
(:F sinB) + <sin )\) und

sin 3 cos A
(:l: cos 5) L (sin )\>
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KAPITEL 6. Differentiation im Banachraum

Also
cosB\ [ sinf
Fsinf) \£cosp
cos 8 sin 3
Fsin 3 - \+cosf

Dann wiirde aber gelten:
cosff=—cosf =0

sinff = —sinfg =0

= Widerspruch!

28
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7 Integration im RY

7.1 Stetige Funktionen
Definition 7.1.1. Sei Q = [a1,b1] X ... X [an,by] ein Quader im RY und f:Q — R
stetig. Setze

by
Fl(xZa”'uxN) ::/f(xlv"'va) dxl
ai

b
F2<$3,...,.%'N) ::/F1($2>"'7:CN) d$2
a2

by
Fy :z/FNl (xn) day
an

Wir nennen

—/f(xl,...,xN) dl’l...d.%'N

Q
b1 bn

:/-~-/f(a:1,...,a:N) dml...da:N
al an

das Integral von f iiber den Quader Q.

NB: Diese Definition ist sinnvoll und mdéglich, da f gleichméfig stetig auf dem kompakten
Quader @ ist und folglich alle F}, stetig sind.
Betrachte die stetige Funktion f € C? (]RN,]R) mit kompaktem Trdiger

supp(f) := {z € RN | f(z) # 0}

gffo

Dann definiere
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KAPITEL 7. Integration im RY

wobei @ ein beliebiger Quader ist, der supp(f) enthélt.
NB: Diese Definition héngt nicht von der Wahl von @ ab.

Vorlesung 05.11.09 Beispiel.

(i) Alle o, >0

0\2@
o — &
8
o
8

=

o

8

=2

Il

o— s

o L
o )
+| +
— —

[C)e

(V)

Hs;

22

o

=

[N}

o

8

2

N
/901(551)"'~--'80N(95N)d$1-~-dl‘N:H /cpk:ﬂk ) dxg,
k=1 R

Satz 7.1.2. Seien f,g € C.(RV), A € R, a € RN. Dann gilt

Jusxg=[ren[o

RN RN RN

(i) Linearitét:

(#1) Monotonie:

(VxeRN : f(m)gg(x)):/fg/g
RN

RN

(115) Translationsinvarianz: Fiir (1.f) (z) := f(z4) gilt
/Taf: /f
RN RN

Beweis:

(i) Benutze Linearitét in C.(R) und Definition des Integrals.

zu f,g gehoren: Fy, ..., Fn;G1,...,GN
zu f+ A-ggehoren: F1 +A-Gy,..., Fx +X- Gy
—~— ——
I [

(i)

fgg:>F1§G1:>...:>FN§GN
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7.1. Stetige Funktionen

(iii)
Tof = (TaN~eN ©...0 Tal-el) f

T(ag,...an)F1 = /f (r1 — 91,72 — az,...,oN —ay) dz;

FN:/.../f(:pl—al,...,:L'N—aN) dry...dzy

e

Satz 7.1.3. Sei I : C.(RY) — R und es gelte

(i) Linearitat:

(1i) Monotonie
Vi<g : I(f) <1(9)

(1) Translationsinvarianz

Vae RN, fecC. : I(raf) =I(f)
Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass gilt

Vi eC®Y) s 1) =c- [ 1
RN

Lemma 7.1.4. Seien f, € C. mit supp(f,) C Q fiir alle n. Auflerdem konvergiere f, — f
gleichmdfig fiir n — oo. Dann folgt:

I(fn) = I(f)
Es gilt also ,Stetigkeit”.
Konstruktion:
¥(t) := max(1 — [¢],0) (t e R)
U(z) :=(x1) P(rN)
U.(z) =V <§) 0<e<1)
fe(z) = f(e-a) (1ea¥e) (2)
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KAPITEL 7. Integration im RY

Lemma 7.1.5. Mit f. € C. konvergiert fo — f fiir € \, 0 gleichmdfig (in der Supre-
mumsnorm) und es ezistiert (Q mit

V0O<e<1 : supp(f:) CQ
Lemma 7.1.6.
1 N
1(ws) = <2> I (1)
I(Wyn)=2""N.1(0)

Beweis (Satz 7.1.3): Konstruiere eine Folge f, = f. mit ¢ = 27" so dass (wegen
Lemma 7.1.5) f, — f fiir n — oo. Dann gilt wegen Lemma 7.1.4 auch, dass I(f.) =
I(fn) — I(f). Nach Konstruktion von f. folgt:

I(fe) =1 Z fe-a)(7=a¥e)

acZN
= Z fle-a) - I(z=g¥y-n) (Linearitét, Transl.-inv.)
aeZN
= Z fle-a)-27"N . (W) (Lemma 7.1.6)
aeZN

=:C

Das Integral hat dieselben Eigenschaften wie I, also auch:

[1= 3 sy [
o

acZN RN

[o=(J#), -+

RN

Mit ¢ multipliziert erhélt man dann

er [ =101
A

Dass ¢ = I(¥) > 0, folgt aus Monotonie und Linearitét:
I(¥) > 1(0)=0
O

Beweis (Lemma 7.1.4): [ ist linear. Zeige also nur, dass I beschrénkt ist, also das gilt:

1A <C-Ifl
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7.1. Stetige Funktionen

Dabei diirfen wir uns wegen supp(f,) € @ (unabhingig von n) auf f mit supp(f) C (fest)
einschranken. Sei Q = [y, f1] X ... X [an, BN], ¢k mit & = 1,..., N wie im Bild und

®(z) = pi(z1) - ... on(xn) Dann gilt
ve e RY © —0(x) - || f]| < f(z) < @(2) - ||l
Aus der Monotonie von [ folgt dann

— Il 1(@) < I(F) < II£1l- (@)

=:C

Beweis (Lemma 7.1.5):
Bedeutung:

[l a) = 3 f(e-a)- V(e -ag — - )

a€ZN

= 3 e a)- (ap— a)

a€ZN

= f(e - ao)
\I/(ao—a):{

1 a = agp

0 sonst

Also interpolieren die f; auf irgendeine Art f|_,~.
Behauptung:
VO<e<egVn>03eg>0 : ||f—fell <n

Wegen ¢ < 1 geniigt es, dies fiir x € Q := [ag — 1,61 + 1] x ... X [ay — 1,8x + 1] zu
iiberpriifen. Dort ist f sogar gleichmabig stetig.

Yn>036>0 : ‘:c—x'}§(5/\$,$'€Q=>}f(m)—f(x’)‘<n

Also los (fiir z € Q):

[f@) = fo(@)| = | f(@) = D fle-a)- (ea¥e) (2)

a€Z™
<Y |f@y = fle-a)] - (rea¥e) (2)
a€zZn
<n
=17
Es wird benutzt, dass (7..,¥¢) () # 0 nur dann eintritt, wenn |z —e-a| <e:=4. O
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KAPITEL 7. Integration im RY

Vorlesung
Beweis (Lemma 7.1.6): Fir N =1 ist ¥, = 1.. Die Funktion v ist aber so gewé&hlt,

dass

—

Y= (4

T +T0Y1 + 5 - T1ths
2 2 2

11
2 2 2

1
2
Beim Skalieren mit € also

1 1
Ve =5 Tg¥s +ToYs + 5 - TeYe

Wegen Linearitdt und Translationsinvarianz von I folgt dann

10 = 41 (g0g) 1) + 31 ) =21 (o

Fir N > 1 gilt

)

|,

N
1T -

o
=

N .
11 27kl (7 2 ) ()

k=1 ]ke{ 1,0,1}

— <H2 7kl . gy )(m))
je{— 10 A3V \k=1
= Z 2~ lal. (Tj.%‘l’%) (z)

16{717071}1\]

Wir nutzen erneut Linearitdt und Translationsinvarianz von I.

(w)= Y 2_m'IC9€W%)
JE{-1,0,1}N
=7 (\1;%> . Z 91l

je{-1,0,1}N

()ﬁ[ S ol

=1l+14+1=2
—2.1(w

)

Korollar 7.1.7. Die Reihenfolge beim Integrieren ist egal, d.h. fiir alle Permutationen
me Sy git

No|m

O]

by br () br(1)
/ /f Lly---y L dml IN = / / f(xl,...,a;N) dl’ﬂ.(l)...dm’ﬂ.(]\/)
Ar(N) Ar(1)
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7.2. Transformationen (Substitution)

Beweis: Definiere die rechte Seite als I(f). Da diese Abbildung auch linear, monoton
und translationsinvariant ist, gilt wegen Satz 7.1.3

Je>0 : I(f):c'/f
Fiir eine konkrete Funktion

f(@):=¥(z) =) ... Y(an)

gilt aber
br(1) br(N) by
/w (1)) / V(T(ny) /wxl '/w(iUN)Z/f
(1) Or(N) an
Also ist ¢ = 1. O

7.2 Transformationen (Substitution)

Betrachte f € C. (]RN, ]R) mit supp(f) C V offen und schreibe

jd

Satz 7.2.1. Seien U,V C RN offen und ¢ : U — V sei ein C'-Diffeomorphismus. Sei
auferdem f € C. mit supp(f) C V. Dann gilt

/f(y) dy—/f(@(x))-\dew’(x)\ dz
Vv U
/fz/(fw)'!dew’\
\%4 U

Spezialfall: Sei y = p(z) = Az linear mit det A # 0.

Kurzschreibweise:

(i) Sei A = D eine Diagonalmatrix, yi := ay - xx. Dann gilt

/(fogp)"detgpl}:/-"/f(ozl'xl,...,ozN-xN)-\a1~...-ak| dzp...dxy
RN

U
:/"'/f(yla"'ayN) dyi...dyn
RN

:V/f
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KAPITEL 7. Integration im RY

(ii) Sei A = R eine orthogonale Matrix, also RR” = id. Definiere

I(f) ::/f(A:c)~|detA\ da
RN

Es ist klar, dass I linear und monoton ist. Die Translationsinvarianz muss noch
gezeigt werden.

I(Taf):/f(Ax—a)-]detA| dz

RN
= /f(A(:c — A7 ta)) - |det A| dz
RN

:/(TAla(foA))($)-|detA| de
RN

= I(f)

Da nun alle Voraussetzungen gezeigt sind, gilt nach Satz 7.1.3, dass

1h=c [ 1
1%

Um zu zeigen, dass ¢ = 1, reicht es aus eine einzige Funktion f > 0 zu testen.
Wihle

f() = max(1 - |z3,0)

Dann gilt f(x) = f(Az), weil A = R orthogonal ist. Also

I(f):/f(A:c)-\detA] da::/f(a;)-]detA\ dx
RN RN

1
Also gilt ¢ = 1.

(iii) Nun gehen wir von beliebigen A (mit det A # 0) aus. Wegen Singuldrwertzerlegung
gibt es orthogonale Matrizen R;, Ry und eine Diagonalmatrix D > 0, so dass

A=R1DRy
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7.2. Transformationen (Substitution)

Damit folgt

_ / F(R\DRSz) - |det RyDRy| dz

RN
:/f(Rle)~\detR1]-\detD\-]detRQ\ dz

N 1 1

R = =

= /f(%y) dy

R
:/f
RN

Nun muss der Transformationssatz noch fiir nichtlineare ¢ gezeigt werden. Die Idee Vorlesung 12.11.09
1) = [(Fo0)-|det]
U

zu definieren und dann die drei Eigenschaften zu zeigen, scheitert an der Translationsin-

varianz. Also wird eine andere Herangehensweise gewéhlt. Zunéchst ,lokalisieren wir f,
d.h. ohne Einschriankung

Durchmesser(suppf) < 2e
Anschliefsend zeigen wir, dass die beiden Integrale im Satz beinahe {ibereinstimmen fiir
[ =70V

1. Problem lokalisieren

/f(y) dy
1%

ty [ Z (rea®) () | dy
v ezZN

Ts-a\I’E) (y) dy
iy T S J

In der nichsten Umformung verwenden wir die Gleichheit, welche dann im zweiten
Schritt gezeigt wird.

[ ay
1%

= lim Z fle-a)- /(TEQ\I/ o) (z) - |det ' (z)| dz+ o (V)
U

—il{(l[l) /Z fle-a) (TeaVeo0 @) (z) - |det ' (z)| da+ Z f(s'a)-o(sN)

acZN acZN
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38

Zunéchst gilt, dass f: o ¢ — f o ¢ gleichméfig konvergiert. Also kénnen wir die
erste Summe ersetzen. In der zweiten Summe sind nur O (5_N ) Terme ungleich

Null, also
C

Zf(s-a)-o(s ) N o(z-:N)zo(l)

a€ZN

/f /fw -|det ¢’ ()| da

Also folgt nun

. Wir zeigen nun noch, dass

/ (Te.aVe) (y) dy = / (Te.aVe 0 ) () - ’det cp'(x)} dz + o (5N)

\%4 U

Durch invariante Translationen in x bzw. y diirfen wir ohne Einschrinkung anneh-
men, dass a = 0 und ¢(0) = 0. Also ist dann

p(a) = Az + of|a])

Weil ¢ Diffeomorphismus ist, diirfen wir mit © = ¢-£ und |§| = max (|&1],. .., [En])
schreiben

/(Tga\ll op) ‘detgp )’ dz

U

— / U (i . (A6§+0(5))> |det(A + o(1))] - &N de

RN, 1¢]<1
=0 (€N) + / W(AE) - |det A - eV
RN, [¢]<1
Nun ersetzen wir:

y:=cAf
1

f=-A"ly
€

dé = N|det A7 dy

Dann ergibt sich

/(TE Ve o) !detgo )‘ dz=o (5N) + / \Il(g) - |det AJ - ‘det A_l‘ dy
U RN, [y|<O(e)
= [ wt) dy o ()
RN



7.2. Transformationen (Substitution)

Beispiel (Polarkoordinaten im RY). ¢ : RN — R sei gegeben durch

o(r,a) =r-e(a)

Dabei ist r € R, o € R¥ ! und a = (ay,...,an_1). Mit der Kurzschreibweise ¢ :=
cos oy, und sy := sin ¢y, ist dann

C1
S1+C2
S§1°82-C3
e(a) =
S1°..."SN—2°CN-1
S1°*..."SN—-2*SN-1
Die Determinante ist dann
det ' (rya) = rV 71 6N =2 sV 30 sy

Es gilt, dass det ¢/(r, ) > 0 fiir
(ra)eU:={r>0;0<aq,...,an—2<m 0<ay_1 <27}
Nach Transformationssatz gilt dann fir f € C.(U) mit x = ¢(r, @)
/f(a:) dz;...dzy = /f(go(T, a)) - rNL. SfLQ <. 8Ny_g drday ... day_1
In der Physik (fiir N = 3) nennt man
dQ = sin oy daydas

den Raumwinkel zur Richtung e(«).
Stochastik: Gaufs-Verteilung

[ (5 ) e
I(o) = fexp (—; (x;M)2> doz =27 -0

Wegen Translationsinvarianz kann das p im folgenden vernachléssigt werden. Um die
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KAPITEL 7. Integration im RY

Gleichheit zu zeigen, wenden wir einen Trick an.

I(0)? = 7 7exp (-i

—00 —00

2 2
T+
1 3 2> dl’ldxg
g

oo 2w

1 2
= / exp <—2 . ;) dapdr

—o00 0
2

1 2\~
_ _q2. .
_/{ o exp< 5 UQ)L dag

0
2

:(72-/1doz1

0

= 2702

7.3 Integration halbstetiger Funktionen

Die Grundidee ist, dass fiir f, \( f bzw. f, 7 f die Gleichung

/f: lim [ f,
n—oo

gilt. Dabei ist f, \, f eine Kurzschreibweise fiir
e fizfaz--2>2f
o Vz : lim f,(x)= f(x)

n—oo

Folgendes fiihrt leider nicht zum Ziel.

Satz 7.3.1 (Ulisse Dini, 1845-1918). Sei K C RN kompakt, f, : K — R stetig und
fn\d f- Wenn auch f: K — R stetig ist, dann ist die Konvergenz sogar gleichmdpig.
Also in dieser Situation:

f stetig <= gleichmdfige Konvergenz

Beweis: Ohne Einschriankung f = 0, sonst kann wegen Stetigkeit von f die Folge f, — f
betrachtet werden. Dann gilt zunéchst
<e

Ve>0Vere K3dn, : 0< f, (2) <

Do ™

Da f,, stetig ist, gilt aufierdem

Ve>030,>0 : ly—z|<dp=0< f,(y) <e
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7.3. Integration halbstetiger Funktionen

Nun schreiben wir die Menge K um:

K = |J{=} € Bs,(x)

zeK

Da K nach Voraussetzung kompakt ist, existiert aber auch eine Uberdeckung durch nur
endliche viele Kugeln um geeignete x;.

i=1

Setze nun n, := max ng,. Dann folgt fiir n > n, und beliebige y € K, weil dann auch
<i<m

y € Bs,, und somit |y — x;| < &y, dass:

Beispiel. Monotoner Limes stetiger Funktionen muss nicht stetig sein!
Definiere z.B. die Funktion

stetig, positiv x € |a,b
o) = { 0
0 sonst

sowie die Folge
f(zx) x € [a,b]
fn(z) := < linear dazwischen
0 xga—%oderxzb—i-%

Es gilt fiir alle z, dass f,(x) N\ f(z). Also ist dieser Limes nicht gleichméfig!

7.3.1 Halbstetige Funktionen

Definition 7.3.2. Wir nennen f : RY — RU {—oc} eine von oben stetig approxi-
mierbare Funktion, wenn zu f eine Folge f, € C° (RN ,R) existiert mit f, \, f. Wir
schreiben dann

feHt

Analog definieren wir f € H', wenn eine Folge mit f,  f existiert.
Definition 7.3.3. f: RY — RU {—oc} heilit oberhalb stetig (ohs) in xq, wenn gilt

Ve>030>0 : [[z—2o] <d = f(x) < f(xo) +¢

Die Funktion heifft oberhalb stetig, wenn sie in jedem x( ohs ist.
Analog definieren wir f : RV — RU {oco} als unterhalb stetig (uhs) in xy, wenn

Ve>030>0 : ||z —zo| <d = f(x) > f(xo) — ¢
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Es gilt, dass f stetig ist, wenn es ohs und uhs ist. Auerdem gilt auch ' = —H*+ und
—ohs = uhs.

Bemerkung.

(a)
f ist ohs <= Vzy : f(z9) > limsup f(z)

(b)

fistohs <= {f > ¢} :={z € RN‘ f(x) > ¢} ist abgeschlossen (Ve € R)
<= {f < ¢} ist offen

1 A
la(z) == { re ist ohs <= A ist abgeschlossen
0 sonst

(d) Sei I eine nicht unbedingt abzéhlbare Indexmenge.

fi ist ohs (Vi € I) = inf f; ist auch ohs
(2

Bewelis:

(a) ,=" limsup f(z) < sup f(z) < f(zo) +¢

T—T0 |z—z0|<8

»,<=" Definition einsetzen

(b), = flz) < flzo) +e<c
b= c:= f(xg)+e

(c),=“ A= {14 > 3} ist abgeschlossen (vgl. (b))
,<" Betrachte {14 > ¢}

@ {f=={hi= <

i€l abg.
S —

O]

Satz 7.3.4. f € H' genau dann, wenn f ohs ist und ein kompaktes K existiert mit f <0
auflerhalb von K.

Beweis:

L= f € H* heift, dass eine Folge f, € C. existiert mit f, \, f und f = inf f,. Da die

fn stetig sind, sind sie auch insbesondere ohs, und wegen Bemerkung (d) ist auch
f ohs. Auberdem ist f < f; = 0 aufserhalb einer kompakten Menge K := supp(f1).
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7.3. Integration halbstetiger Funktionen

,<=" Konstruiere eine Folge f,, € C. mit f,, N\, f. Zu einem festen f existiert 0 < M < oo

mit

sup f < M
RN

Wir wissen, dass f < 0 auflerhalb von K. Wenn M = oo wire, dann existieren
Zp € K mit f(z,) — oo. Ohne Einschrinkung (wegen konvergenter Teilfolge) gilt
T — Ty Aber wegen Bemerkung (a) wére dann

oo = limsup f(zy) < f(xy) < 00

n—oQ

Nun definieren wir zu a € RY, ¢ < M und § > 0 eine Funktion Ja,c,s € Cc wie folgt

( \$—a|§g
€ [e, M] %§|x—a|§5
Jaes(w) = M auf K\ {|z — a| < 8}

€ [0, M] x in 1-Umgebung von K

0 aufserhalb der 1-Umgebung von K
Sei g beliebig, ¢ > f(xp). Also ¢ = f(xo) +¢ (mit € > 0). Dann existiert § > 0 mit
|z — x0| <20 = f(x) < f(xg) +e=c

Fiir |a — zo| < g und beliebiges x mit |z — a| < ¢ folgt also ebenfalls f(x) < ¢. Fiir
solche ¢, 6, a gilt also gq.c5 > f.

Zahle nun alle rationalen (a,c,d) mit dieser Eigenschaft ab. Dies liefert eine Folge
(ag, ck, Ok ). Setze

< fai= 113132719%,%51@

Es bleibt zu kldren, ob fiir alle zg gilt, dass
lim £, (z0) = f(z0)
Wir kénnen ¢ € Q beliebig knapp oberhalb von f(z¢) wéhlen:
f(zo) < ek < f(z0) +¢
Wihle dazu auch 6 € Q und ap € QN mit |ay — zg| < %’“. Dann folgt
Vn>k==k(e) : f(zo) < fu(®0) < Gay,cp,0, (%0) = i < flwo) + €

Also gilt f,(zo) \¢ f(x0)-

Den Satz kénnen wir analog im anderen Fall formulieren.
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KAPITEL 7. Integration im RY

Satz 7.3.5. f € H' genau dann, wenn f uhs ist und ein kompaktes K existiert mit f > 0
auferhalb von K.

Auch die Bemerkungen lassen sich formulieren, wenn f uhs ist.

Bemerkung.

(a)

fist uhs <= Vo : f(xo) < hn_l}inff(x)
T—x0

(b)

f ist uhs <= {f < ¢} ist abgeschlossen (V¢ € R)
<= {f > ¢} ist offen

1 A
1a(z) = ve ist uhs <= A ist offen
0 sonst

(d) Sei I eine nicht unbedingt abzihlbare Indexmenge.

fi ist uhs (Vi € I) = sup f; ist auch uhs

(2

7.3.2 Integral

Definition 7.3.6. Sei f € H', d.h. f, 7 f mit f, € C? (RY,R) und f: RY — RU{oc}.
Dann setze

Fiir f € H* analog.
Bemerkung.

(i) Falls f € C?, dann erhalten wir wegen Satz 7.3.1 das alte Integral. Also ist die
Definition konsistent.

(ii) Dieses Integral ist wohldefiniert, d.h. es héngt nicht von der Wahl der approximie-
renden Folge f, ab.

Beweis: Sei f,, / f eine weitere Folge, f,, € CY. Zeige:
Vng : /f;zo < lim [ fu
(o.9]

n—

Analog dazu dann noch Vng : [ fn, < li_>m i fr und es gilt die Behauptung.
n—,oo
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7.3. Integration halbstetiger Funktionen

Wihle ng beliebig. Definiere (punktweise) eine Folge g,, € C? als

gn ‘= min(f;o, fn)

Fiir n — oo ist dann auch g, * fn,. Wegen (i) und weil g, < f,,, haben wir dann

O

Satz 7.3.7. Das definierte Integral ist linear (fiir positive Koeffizienten), translationsin-
variant und monoton auf H' bzw. H*.

Beweis: Dies ist angesichts der Definition klar, da alle Eigenschaften schon fiir die ap-
proximierenden Folgen gelten und unter Grenzwertbildung erhalten bleiben. O

NB: Schreibe nur H fiir T oder H*.

Satz 7.3.8 (Transformation). Sei f € H und A eine invertierbare N x N-Matriz. Dann
ist auch fo A€ H und es gilt

\detA|-/f(Ax) dx:/f(:v) da
RN RN

Beweis: Auch hier geniigt es zu wissen, dass es fiir die f, schon bewiesen wurde. O
Satz 7.3.9 (Fubini). Sei f € H (RY,R) und 1 <k < N. Dann ist

/f(:L’) dz = /f(xl,...,xN) dz;...dzy

RN RN

= f(xl,...,a:N) d.fCl...dCCk d$k+1...d$N
N——

RV—F \RE  3(RER)

H(RN-F,R)

Beweis: Schreibe £ = (z1,...,2%),7 = (Tg+1,. .., 2y). Ohne Einschrankung ist f,,  f,
fn € Cg Dann ist fn(vn) € Cco (RkaR)a also fn(’n) /l f(vﬁ) €EH (RkaR)

Fo) = [ f(em) dg = i [ fu(en) d6 = lim £
Rk Rk
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Es ist F,,(n) € C? (R¥,R), also F(n) € H (R*,R).

n— o0
RN

- Jim (@/ Fal&) dE) dn
RN—k k

= lim F,(n) dn

/f(a:) dr = lim fn(x) do
RN

-/ (R/ ) d&) d

k

Satz 7.3.10.

(a) Sei fr, € H', k € I. Dann ist sup f, € H' und es gilt
kel

/Sup fr(z) doe > sup/fk(x) dz
(b) Sei f, € H', n € N und f, 7 f. Dann ist f € H' und es gilt

/ ( lim fn(:v)) dz = nli_}rrolo fn(x) dz

n—oo

(c) Sei f, € H', fo, > 0. Dann gilt

/ (ifn(x)> dz — nil (/ ful(2) dx)
Beweis:

(a) sup fr = f(z). Weil f uhs, gilt
kel

Vo Ve 30 ¢ flym = f(@) —¢

und auch
Vk Vo Ve 36 1 fuly, ) 2 fu(@) —¢€
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7.3. Integration halbstetiger Funktionen

Wihle k,, so, dass fx, () — f(z). Dann gilt fir n > n.(e):
flos @) = fralu, @) 2 fra(@) —e > fla) — 22

Also ist f € HT.

Da fi, < f gilt und das Integral monoton ist, gilt auch [ fi < [ f.

(b) Wihle zu jedem f, € H' eine Folge f,x € CO so, dass fux ' fn fiit k — oo.
Definiere dann g, € C2:

gm ‘= INnax fn,kz <max f, = fm
n+k=m nim

Die Folge gy, ist monoton wachsend, da f,, 1 < fy, k+1. Zeige also noch, dass g, — f.

Va,e Ing(x,e) Yn > ng Jko(x,e,n) Vk > ko :
f(l’) -2 < fn(x) —e< fn,k(x) < gn—l—k(x) < f(SU)

Also g, 7 f punktweise.

Also
/f:hm gmsnm/fms/f
m—0o00 m—o0

(¢) Folgt aus (b) mit f, = i fn-
k=1
O

NB: Mit diesem Integral ist kompakten Mengen M C RYM ein Volumen zugeordnet
(1 M € /Hi):
Vol(M) = / 1y (z) dz
RN

Genauso lisst sich das Volumen offener Mengen bestimmen (13, € H'). Eine interessante
Frage wére, welche kompakten Mengen

Vol(M) = Vol(M)

erfiillen.

Definition 7.3.11. Sei K C RY kompakt, f € C°(K,R), auferhalb von K mit f = 0
fortgesetzt. Zerlege diese Funktion in

f=f—f
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mit f+ e Ht (RN , [0, oo)), beide wieder fortgesetzt als Nullfunktion auferhalb von K.
Sie konnen z. B. so gewdhlt werden:

fE(z) := max{£f(z),0}

Alternativ kann auch gesagt werden, dass f* € CO(K,R), wieder mit f* = 0 fortgesetzt
aufierhalb von K.
Wir definieren das Integral auf C°(K,R) als

[t= [ [t
K RN RN

Bemerkung.

(i) Dieses Integral ist wohldefiniert. Vergleiche zwei Zerlegungen

N e
frvf=f+f

Diese Funktionen sind alle aus H*, also gilt positive Linearitt.

[re[e=[F+ [
fofr-fr-fr

(ii) Diese Definition gilt auch fiir beschrankte offene Mengen U, sofern die Integrale

existieren.
[r=[r-[r
U RN RN
1= [ 1

K

mit I : CO(K,R) — R ist linear, monoton, beschrinkt und (folglich) stetig auf dem
Banachraum C°(K,R).

Satz 7.3.12. Die Abbildung

Bewelis:

(i) Linearitét

Wegen positiver Linearitit folgt sofort
/(f+g)i=/fi+/gi
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7.3. Integration halbstetiger Funktionen

N PV A>0
) '_{—Aﬁ A<0

o=

f* = max(£f£,0)

Folgt ebenso

(ii) Monotonie

Finsetzen, z. B. mit

(iii) Beschranktheit

I[fz [f*—ﬂxf
s/f++/f
RN RN

= [+

s
- [
K

< /1K'SUP|f’
RN
= Vol(K) - || fll o

Also beschrankt.
O

Satz 7.3.13 (Transformationssatz). Seien U,V C RN offen und weiterhin ¢ : U — V
ein C'-Diffeomorphismus, K C U kompakt und f € C°(p(K),R). Dann gilt

/ Z/(fw)-\dew’\
oK) K

Beweis: Gegebenenfalls wird f als Nullfunktion auerhalb von ¢(K) fortgesetzt. Also ist
ohne Einschrinkung f € H*. Wihle eine Folge f,, € C. mit f, \, f. Ohne Einschrinkung
ist dann supp(f,) € K’ C V kompakt. Aus dem Transformationssatz fir die f,, folgt

/fn = /(fnw) - |det ¢'|
1%

U
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Beim Ubergang zum Grenzwert gilt also

/fZ/(fosO)-!detsD’!
14 U

Beispiel. Volumina
(i) Sei K; C R™ kompakt. Dann gilt mit m := mj + mq, dass
Vol,,, (K1 X K3) = Voly,, (K1) - Vol,, (K2)
Man zerlegt zunéchst x € R™ in (§,7n) € R™ x R™2. Dann gilt
L xr (§m) = 1k, (€) - Ly (1)

Nach Fubini gilt dann

Vol (K1 % K3) = /1K1xz<2(§,n) dédn

:Rm/ / L, (€) - Liey (1) dndé

R™1 RM2
= [ 1, (§) dE- | 1x,(n) dn
S ]

= Vol (K1) - Vol (K2)

Insbesondere gilt
VO|N ([al,bl] X - X [aN,bN]) = (bl — al) ot (bN — CLN)

Das folgt daraus, dass nach dem Transformationssatz fiir alle Q@ € RY kompakt
und alle (N x N)-Matrizen A mit det A # 0 gilt

Vol(AQ) = Vol(Q) - |det A|

Speziell gilt aukerdem fiir Parallelepipede mit a1, ...,ay € RY, dass
N
Vol {Ztiai 0 < tl' < 1} = |det(a1 .. .CLN)|
i=1

Betrachte dazu den 1-Wiirfel Q = {t | 0<t; <1 i=1,...,N}. Es gilt dann

Vol(AQ) = Vol(Q) - |det A|
——

=1

90



7.3. Integration halbstetiger Funktionen

(ii) Sei K = {z € RY|Y 27 < 1}. Dann gilt

VO|N(K) = 1K

—

1 27 =« iy

_/// / ‘sinan, ... (sinag)V 2 dey ... day,day_1dr
0 0 0

1, .N-1
d
= Voly_2(K) - fo T /sth 3dt- /sth 2 at
fo PN=3 dr
0
N -2
:V0|N72(K)‘T'4’5N73‘5N72

~ Voly_o(K)- 22 4. (N —4) AN=T) ... (N—-3)-(N=5] ...

= W VOIN Q(K)

Um zu verstehen warum die Integrale durch Quotienten ersetzt werden, sollte man
unter dem Stichwort ,Wallis-Produkt” notfalls noch einmal nachschlagen.

Mit Hilfe der I'-Funktion
o0
— /ta—l X e—t
0

kann das Volumen auch durch

w2

— T

Voly (K) = T
2

beschrieben werden. Wir wollen nun zeigen, dass beide Versionen das gleiche Er-
gebnis liefern. Dazu vergleichen wir zunéchst die Anfangswerte.

VO|1(K) =2
VO|2(K) =T

o VTN
Voli (K) = =5+ = § =2
3 3L

— 7

Voly(K) = —— =

02( ) F(Q) ™

Nun iberpriifen wir noch die Rekursion

oI~ o r2l - .
— - Vol K)y=—" = = Voly (K
N Velv-2(K) =g r¥—1+1) r&+1) wK)

ol
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7.4 (Unter-)Mannigfaltigkeiten

7.4.1 Karten und Atlas

Sei stets

0cUCR™
acV CMCRY

Dabei sind U,V offen in R™ bzw. M und es sei weiterhin 1 < m < N.

Definition 7.4.1. Eine C*-Abbildung ¢ : U — R" heift C*-Immersion, wenn Dy(x) €
M(N x m,R) vollen Rang m besitzt, und zwar fiir alle x € U.

Definition 7.4.2. Eine Menge M C RY heift C*- Untermannigfaltigkeit der Dimen-
sion m, falls fiir alle a € M eine in M offene Umgebung V, C M, eine in R™ offene
Umgebung U, von 0 sowie eine Ck-Tmmersion p:U, — RN existieren, mit ¢, : U, — Vj,
ist Homdomorphismus.

g heifst dann Karte von M in V.

Definition 7.4.3. Fin Atlas von M ist eine Menge von Karten, deren Bildbereiche M
iiberdecken. Das heifit

UVa:M:>{<,0a | a € I} ist Atlas
acl

Definition 7.4.4. Sei ¢ Karte und a = ¢(0). Dann heift der m-dimensionale Unterraum
T, M := Bild Dp(0)

Tangentialraum an M im Punkt a.

TM = (T,M) heit Tangentialbiindel.

Ein Normalenvektor n € RY im Punkt a ist ein (Einheits-)Vektor, der auf T, M
senkrecht steht.

Definition 7.4.5.
(gij)1§i,j§m (z) = Spl(x)T ¢’ (x)

heifst metrischer Tensor.

g = g(x) = det (gij)

heifst Gram’sche Determinante.

Bemerkung.
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(i) ToM ist die Menge der Tangentialvektoren ¢(0) an differenzierbare Kurven
a:(—ee) > M
mit «(0) = a.
1

Mit v = ¢~ " o« gilt

Setze umgekehrt zu b € R™:
0= b 1)

(ii) Seien by,be gegeben, by -t € U und ay(t) = ¢(bg - t). Dann ist
(9i(0)) [br: br] = [[ax(0)]13

o

Falls ||ax(0)|| = 1, so gilt
(964(0)) [b1, b2] = b{ - (g:5(0)) - b2 = €1(0)" - é2(0)
(Riemannsche Geometrie)

Satz 7.4.6. Sei M C RYN eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimension m und a € M
beliebig. Dann existieren eine Umgebung U’ von 0 in RY, eine Umgebung V' von a in
RN, sowie ein Ck-Diffeomorphismus F : V' — U’ mit F(M NV') = (R™ x {0}) N U".

NB: Insbesondere ist M lokal als Losung der N —m Gleichungen

Foti(z)=...=Fy(x)=0

mit w surjektiv beschrieben.

Umgekehrt definieren solche Systeme von N — m Gleichungen in N Unbekannten auch
m-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R,

Beweis: Esist also zu zeigen, dass die Definition von Untermannigfaltigkeiten dquivalent
zur Aussage des Satzes ist, also

Definition <= Satz

< Ohne Einschrankung ist i1,y Fv)(2)
” O(Tmit1,--TN)

tionensatz wissen wir, dass (Fj,4+1,...,Fn) = 0 genau dann lokal nahe z = a
auflosbar ist, wenn

ein Isomorphismus. Per implizitem Funk-

(Tmt1y - 2N) = p(T1, ..oy Tm)

geschrieben werden kann. Setze

Es ist dann M = graph(p). U,V ergeben sich aus der geforderten lokalen Nihe zu
a.
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»=": Ohne Einschrénkung ist W(O) ein Isomorphismus, mit ¢ : R™ — R und
©=(p1,..-,pN). Setze ® : U x RN=™ — RV als
Dp(ty, ... ty) = it tm) 1<k<m
o or(ty, o ytm) +te mA+1<k<N

Dann ist

Also ist @ : Uy — Vj ein Ck—Diffeomorphismus und F := &~ ! ebenfalls.

Zeige noch:
® (R x{0}nNU)=MnV

,C“ ist dabei trivial, denn sicher ist ® ((R™ x {0}) N U;) € MNV;. Bei,, 2% benutzt
man, dass ¢ Homdomorphismus ist.

U1, Vq wurden so gewdhlt, dass ® : Uy — Vj ein Ck—Diffeomorphismus ist. Wah-
le Uy so klein, dass Uy C U, X RN*m, d.h. ¢ : U, — V, ist Karte und somit
Homd&omorphismus. Setze

\UNg/x{O} ::\U}JH(R’”X{O})

erm™ ERN

Dann ist U, C U, und U, offen. Da @ [N VA cp((ja) ein Homo6omorphismus
ist, existiert Vo C RY offen so, dass

V,=MnV,

Setze V' := V1 NVa C RV offen und U’ := &~ (V). Nun sind alle Mengen passend
und es ist ® : U’ — V' ein C*-Diffeomorphismus.

Jetzt kann also nachgerechnet werden. Zunichst stellen wir fest, dass wegen
U, x {0} C ;)
auch Va C Vi. Dann ist
Vo=VonVi=MnVinVa=MnV'

Also gilt nun 3 3
O (R x{0p)NU")=¢Us) =Voa=MnV’

=U,x{0}

Als nichstes beschéftigen wir uns mit Kartenwechsel.



7.4. (Unter-)Mannigfaltigkeiten

Satz 7.4.7. Seien o, $ beides C*-Karten zur Umgebung V von a = ¢(0) = $(0) in M.
Dann ist der Kartenwechsel (die Koordinatentransformation)

T::gb_logp

mit 7: U — U ein C*-Diffeomorphismus.
Beide Karten liefern denselben Tangentialraum und dieselben Normalen an M.
Die metrischen Tensoren g, § transformieren sich:

(9)(x) = (7'(@))" - Gij(r(2)) - 7'(x)

g= ‘det 7"|2 g
Beweis: Beschreibe ¢ durch F wie im vorigen Satz. Dann ist
r=¢ lop=Fop= (Fl,...,ﬁm> opeck

Weiterhin sind ¢, ¢ Homdomorphismen. Also ist 7 ebenfalls einer und deshalb invertier-
bar.

7'71:@710@:(F1,...,Fm)0g5€ck

Also ist 7 ein C*-Diffeomorphismus.
Nun rechnen wir noch die Transformation der Tensoren nach.

g9ij(x) = ' ()" - ¢ (2)

= (@ (r(@)7'(@)" - (¢ (r(x))) 7' (x)
=7'(2)T (¢ (r(x)))" ¢ (r(x)) 7' (x)

Gij(T(z))

O
Bemerkung. Fiir N x m-Matrizen A, B gilt
Ai1 Bi1
det ATB = Z det : -det :
1<i1<i9<. i <N Ain Bin
Beide Seiten sind (alternierend) multilinear in B-Zeilen. Fir B = (e;,,...,¢€;,) mit
e;, € RY gilt
Ai1 Bil
ATB=| : :
Aim Bim

Dies erfiillt also die Gleichung.
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7.4.2 Integral
Vorlesung

Definition 7.4.8 (lokal). Sei ¢ : U — V eine Karte zur Mannigfaltigkeit M C RY mit
dim M = m. Sei weiterhin f € H.(V,R), d.h. f € H mit kompaktem Triger in V (also
supp(f) C V). Definiere dann

[rasi= [(reo)a) - Vol da
M U

Lemma 7.4.9. Die lokale Definition hingt nicht von der Wahl der Karte ab. Genauer
heifit das: Sei : U —V C M eine andere Karte und f € Ho(V NV ,R). Dann gilt

[tew-va=[(ro0) Vi
U

U

Beweis: Auf Grund des Transformationssatzes mit y = 7(z) gilt

/kf0¢ﬂw-vﬁuﬂdy=1/f(¢ﬁﬁﬂﬂ-v@ﬁfﬂ)Wd%TT@F(h
U U
- [(e0@) Vo) ds
U
O
Um dieses Integral auch global definieren zu kénnen, ist ein Exkurs {iber Zerlegungen der
1 (engl.: partition of unity) notig.

Definition 7.4.10. Sei M C RY abgeschlossen mit (eventuell iiberabzihlbarer) offener
Uberdeckung.

MC |V,
“w

Existiert eine offene Uberdeckung durch abzihlbar viele relativ kompakte Mengen,

Mc |V
€N

so nennen wir diese Uberdeckung Verfeinerung, falls gilt
Vidu s ViCV,

Gilt fiir ein beliebiges x, dass x € V; nur fiir endlich viele 4 stimmt, so nennen wir die
Verfeinerung lokal endlich.

Wir sagen, dass zu einer lokal endlichen Verfeinerung V; eine Zerlegung der 1 existiert,
falls a; € C*(V;, [0, 1]) existieren mit

e supp(a;) C V;
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7.4. (Unter-)Mannigfaltigkeiten

e Y a;,=lauf M
€N

Eine ebenfalls offene Uberdeckung W; von M heit Schrumpfung der offenen Uberde-
ckung V;, falls gilt
WiV,

Lemma 7.4.11 (ohne Beweis). Sei M C RY abgeschlossen mit (eventuell iiberabzihlba-
rer) offener Uberdeckung.

McC| V.
“w

Dann ezistiert eine lokal endliche Verfeinerung V; und dazu eine Zerlegung der 1 sowie
eine Schrumpfung Wi, etwa W; := {a; > 0}.

Nun kehren wir zum urspriinglichen Problem zuriick.

Definition 7.4.12 (global). Sei M C R eine Mannigfaltigkeit mit (lokal) endlichem
Atlas ¢; : U; — V; und einer zugehorigen 1-Zerlegung «; € C®. Fur f € H(M,R)

definiere dann
[ras=3 [(ai-pop) @) Vala) da
M 7

Durch einsetzen der lokalen Definition ist dies gleichbedeutend mit

[ras=Y [@i-pas
M M

Lemma 7.4.13. Die globale Definition hdngt nicht von der Wahl des Atlanten und der
1-Zerlegung ab.

Beweis: Wir gehen zunéchst von endlichen Atlanten aus. Betrachte
/de::Z/(ai-f)dS
M

zu @; : U; — V; und

[ras:=3 [@-pas
J M

VAVRGER ﬁj — f/]
Auf M gilt (fiir alle 4, j), dass

E Oéi&j = 4 und E Cki&j = &j
i %
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KAPITEL 7. Integration im RY

Nun setzen wir ein:
/de:Z/ > aa; |- f] ds
Y J

=Y [taia-pas

Es ist aber supp(a; - a - f) C V;N VJ Also diirfen wir die lokale Definition verwenden.
Mit dem lokalen Lemma und durch anschliefendes ,Riickwartsgehen® erhalten wir dann

[ras=% [(ai-a-newy-va

i:.] UZ

U;
_ Z/ ((Zaid]> f) ds
J M {
= / fds
Ist die Uberdeckung nicht endlich, so betrachte die Konvergenz. O

7.4.3 Kurven und Bogenlinge

Definition 7.4.14. Eine C*-Kurve ist eine C*-Abbildung o : I — R mit Tangential-
vektor o(t) # 0 fiir alle ¢t € I. I C R ist ein Intervall. Oft nennt man auch das Bild von
a Kurve.

Bemerkung. Eine Kurve darf sich selbst schneiden.
Folgende Kurven sind Mannigfaltigkeiten M (dim M = 1):

(a) geschlossene Cl-Kurven, wenn « injektiv, I = [0,1], auker es ist a(0) = a(1),
a'(0) = /(1)

(b) Immersionen von R, die , eigentlich* (engl.: proper) sind, d. h.

o H(kpt) = kpt

Definition 7.4.15. Die Kurve a : I — R” sei eine eingebettete eindimensionale Man-
nigfaltigkeit. Fiir a,b € I mit a < b ist durch

b
s([a, b)) ::/Ho/(t)H2 dt
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7.4. (Unter-)Mannigfaltigkeiten

die Ldnge des Bogens von a nach b auf der Kurve « definiert.

Tatsichlich gilt mit M := Bild(a) und f := 14, dass

b b
/ Laas) 45 = / 1 /g di = / e @12 dt

M
denn
g(t) :def(o/(t)Ta’(t))
N————
Skalarprodukt
Wegen Vorlesung 10.12.09

¢
s(t) ::/Ha'(T)H2 dr
to
gilt fiir die Ableitung
s'(t) = Ho/(t)H2 >0

Also ist die Abbildung t — s(t) ein Diffeomorphismus. Wir kénnen also Kurven statt
durch irgendein ¢ auch durch ihre eigene Bogenldnge parametrisieren.

Satz 7.4.16. Sei o = «(s) durch die Bogenlinge s parametrisiert. Dann gilt
(1) |lally, =1; ¢ ist der Einheits- Tangentenvektor.
(ii) & L a
Man nennt die Linge r = |||, die Krimmung der Kurve.
(iii) Fir allgemeine Parameter &(t) = a(s(t)) ebener Kurven gilt
 |det(d, )]

3
(fegps

Beispiel. Gegeben sei ein Kreis mit Radius R und

a(s) =R - (C‘?S fj)
sin 3

Dann ist s bereits die Bogenlédnge, weil

Insbesondere wird der Kreisumfang durchlaufen bei minimaler Periode s = 27 R von
a(s), d.h. der Kreisumfang ist s = 27 R. Die Kriimmung betréigt x = ||d| = +.

% a(s)|| =1

2

Bewelis:
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KAPITEL 7. Integration im RY

(i) Weil a(s) iiber die Bogenldnge s parametrisiert ist, gilt

5 = / l(r)ll, dr
0

Ableiten ergibt dann
1= [lé(s)ll,

(ii) Wir formen zunéchst die Gleichung von eben um.
. . 2 . .
1= Jas)ll, = a(s)llz = a" - &
Nochmaliges Ableiten liefert dann

0=2-a% a

(iii) Hierfiir sind zwei Schritte n6tig. Zunichst zeigen wir, dass die rechte Seite nicht von
der Parametrisierung der Kurve abhéngt. Anschliefend wird nachgewiesen, dass im
Falle t = s, d.h. & = « die rechte Seite & ist.

1. Schritt: Sei &(t) = a(s(t)) und s(t) dabei nicht unbedingt die Bogenldnge. Wenn
wir Ableitungen nach s mit Punkten und solche nach ¢ mit Strichen kennzeichnen,
stellen wir fest:

d,/: 13 .(51)2_}_&"5//

Q

Dann gilt
|det(a’,a")] ‘det(d s d- (s - s”)}

a5 lév- 5115

Durch Anwenden der Rechenregeln kiirzt sich alles Ungewollte heraus.

2. Schritt: Hierfiir gilt nun, unter Anwendung von (i) und (ii), dass

det(é &)| _ (6,d)
sl 1

= [lal] = &

Beispiel. Der Graph der reellen Funktion ¢ — f(¢) € R hat Bogenlange

s-/\/1+(t’(7))2 dr

denn es ist
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7.4. (Unter-)Mannigfaltigkeiten

Exkurs: Das Polar-Planimeter(1854) von Amsler(1823-1912)

Ziel: Bastle einen Apparat, der eine geschlossene Kurve §(t) umfihrt und auf einem
Réadchen die Fliche innerhalb von § anzeigt.

Idee: Zwei Stdbe der Linge R, L sind im Punkt E durch ein Gelenk verbunden. Das
andere Ende von R ist im ,,Pol“ fixiert, das andere Ende von L fihrt die gegebene Kur-
ve ((t) nach. An einem vertikal zu L mittig montierten Rédchen lasst sich die Fléche
innerhalb von 3 ablesen.

Betrachte ,beliebige* Kurven «(t), 5(t) mit der Eigenschaft, dass

18(t) = a(®)ll; = L

Die auf dem L-Arm liegenden Punkte sind mit 0 < ¢ < #p;, und 0 < 7 < 1 gegeben durch

p(t,7) = a(t) +7- (B(t) — at))

Wir setzen einfachheitshalber voraus, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist. Dann gilt fiir die
von L iiberschriebene Fliche mit Hilfe des Transformationssatzes

Apin = / 1

Ahin
thin 1
= / / |det (¢'(t,7))| drdt
0 0
thin 1
= //det(at—i—v'-(ﬁt—at),ﬁ—aﬂ drdt
0 0
thin 1
= //det(at,ﬁ—a)+T-det(6t—at,ﬂ—a)] drdt
0 0

thin

/ det<at+1-(ﬁt—at),ﬁ—a>‘ dt
0

2

thin

/ det (1 . (at+ﬁt),6—a> dt
0

2

Da wir uns im Planaren bewegen, kénnen wir zum Skalarprodukt iibergehen.

thin

Anin = /
0

(5 +ane-a)| a
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KAPITEL 7. Integration im RY

Dabei ist aber % - (oy + f3;) die Geschwindigkeit v(t) des Ridchens und wenn wir mit n
die Normale zu L bezeichnen, dann ist (8 — o)+ = L - n.

thin
Ahin = / L- U(t) dt
0

Dieses Integral ist aber gerade der Hinweg des Réidchens.
Apin = L - shin
Der Riickweg berechnet sich genauso.
Ariick = L - Sriiex
Wir erhalten dann
Anin — Aviick = L - SRaa = Fliche(B) — Fliache(a)

Kehren wir nun zu unserem konkreten Apparat zuriick. Da es sich um ein Polarplanimeter
handelt, ist die Kurve a ein Kreissegment. Deshalb ist Flache(a) = 0.

Eine andere Konstruktion arbeitet mit einer Geraden fiir ««. Auch hier ist natiirlich wieder
Flache(a) = 0.

Exkurs: Evolute und Evolvente

Gegeben seien glatte, ebene Kurven «(s), 5(o), die iiber ihre jeweilige Bogenlénge s, o
parametrisiert sind. Zu «a(s) assoziieren wir die Evolute als

a(s)

()3

Dies sind die Mittelpunkte der Kriimmungskreise zu «. Es gilt
a(s)

‘ léi(s)1l3
Zu (o) assoziieren wir die Fvolvente als
hg(o) := B(0) + (R—0) - f'(0)

Diese Funktion beschreibt die Punkte eines ab o auf g straff aufgewickelten Fadens der
konstanten Lange R.

Na(s) = a(s) +

2
_las)ll, 1 1

T las)R  las)l, s

2

Satz 7.4.17 (Courant). Seien o, 8 C R? glatte Kurven und (o) # 0. Dann gilt fiir die
Evolute no von o und die Evolvente hg von 3

(1) Tials) L é(s)
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7.4. (Unter-)Mannigfaltigkeiten

(ii) hy(o) L B(0)

(i1i) Die Ewvolvente der Evolute von o« ist (ggqf.) o selbst. Genauer heifft das: Wihle
B(o) := na(s), Evolute von «, reparametrisiert nach der Bogenlinge. Dann ist
a(s) := hg(o), Bvolvente der Evolute 8 = 1), reparametrisiert nach der Bogenlinge,
gegeben durch &(s) = a(s), wenn wir bei s = o = 0 folgerichtig

wdhlen.
Beweis:

(i) Wir wissen, dass fiir die Kurve a die Gleichung
a -a=0

gilt. Leiten wir nun erneut ab, so erhalten wir

dBa
T .T
a ot a s =
ds3
Hiermit und mit Hilfe der Quotientenregel konnen wir nun die Rechnung durch-
fiihren.
RE .2 .. ..T 43
o SsejaB-a(2ar ds)
a n=ao -|a+ T
[rads
3
2 o dBa o 2-67 -G8
ds® == lal
——— 0 2
— &3
=0

(ii) Unter Beachtung der Tatsache, dass fiir die Kurve /3 ebenfalls
(B)" " =0
gilt, kommt man hier ebenfalls schnell zum gewiinschten Ergebnis.
(B0 =) (5 =B+ (R—0) §") =0

(iii) Durch die Wahl von R haben wir bereits a(0) = &(0).

Im Punkt «a(s) steht (s) senkrecht zur Tangente ('(o) || 7(s). Wenn wir also
die Schar der Tangentengeraden an [ betrachten, schneidet o die Schar stets in
Normalenrichtung mit Einheits-Tangentenvektor ||&|, = 1. Also erfiillt a(s) die
Differentialgleichung

a(s) = n(a(s))
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KAPITEL 7. Integration im RY

wobei n(z) den Normalenvektor zur Geraden durch z beschreibt.

Die Evolvente a(s) der Evolute h(o) zu (o), reparametrisiert nach der Bogenlénge
von &, lost dieselbe Differentialgleichung

a(s) = n(a(s))

denn es ist &(s) | B (o) L B'(0).
Da wie bereits erwahnt «(0) = &(0) gilt, folgt nun

a=o

wegen des néichsten Lemmas.

O

Lemma 7.4.18. Seien a(t),a(t) C RN zwei Losungen der selben Differentialgleichung

o(t) = flalt))  &(t)=f(a))
2u gegebenem C'-Vektorfeld, f : RN — RN mit x — f(x). Sei weiterhin a(0) = &(0).
Dann gilt fiir alle t, dass
at) = a(t)

Beweis: Setze
w(t) == a(t) — at) mit w(0) =0

Dann erfiillt w(t) eine t-abhéngige lineare Differentialgleichung

mit

Denn:

64



7.4. (Unter-)Mannigfaltigkeiten

Auf beschrénkten Intervallen von t gilt

2 Il = -w()
= w(t)" - A1) - ()
<3 O )2

Dann gilt fiir N(t) := & - |w(t)[|3, dass
N'(t) <C-N(t)
Die Funktion e~¢* - N(t) fillt also monoton.

% (e N(t)) =—-C-e“ - N(t)+e - N'(t)<0

Da sie aulerdem positiv ist, gilt dann

Es ist nun also

fir alle ¢ und damit o = . O

Beispiel. Ellipse
_ (a-cos(t)
alt) = (b-sin(t))
o ist hier nicht iiber die Bogenlinge parametrisiert!

Wir berechnen nun die Evolute. Dabei ist J = <(1) _01>
a/(t) 1

1ty = 0O+, e

Zunichst bestimmen wir die Ableitungen. Es ist
1 [ —a-sin(t)
ol(t) = < b - cos(t) )

o'(t) = —a(t)

und
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Dann kénnen wir mit der Formel fiir k., weiterrechnen.
3
1 e
Ko  |det(a/, )]
3
_ [o][3
|det(a, a)]
3
B oIl
|—ab - sin®(t) — ab - cos?(t)|

3
_ ||a’H2

Also

7.5 Partielle Integration

Vorlesung 17.12.09
Definition 7.5.1. Wir nennen K C RY kompakt ein (beschrinktes) C*-Gebiet mit

duferer Normale n(zr), wenn gilt:
(i) o (K) = 0K
(ii) 0K C RY ist eine eingebettete Untermannigfaltigkeit der Dimension N — 1
(iii) n(z) L T.(0K)
Je(z) >0V0<e<e(z) : x+e-n(x) ¢ K
In(z)]l; =1
7.5.1 Satz von Gaul

Satz 7.5.2 (GauB (1777-1855)). Sei K C RN kompakt (N > 2) ein C'-Gebiet mit
duferer Normale n(x). Sei weiterhin U eine offene Umgebung von K und f : U — RV

eine Ct-Abbildung. Dann gilt
/div(f) = /fT'n ds
K 5K
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Dabei ist die Divergenz von f definiert als
Y9
(divf)(z) == 5y, Jil®) =Spur(Df(z))
i=1 '

Beispiel. K C R, Intervall K = [a, b].
linke Seite:
b

[amn=[r

K a

rechte Seite:

/ fon=f®) - fa)
{a,b}

Beweis: Wir gehen in mehreren Schritten vor.
1. Schritt: lokalisieren, Zerlegung der 1

Sei Vu eine beliebige offene Uberdeckung von K. Dazu finden wir, ggf. nach Schrumpfung
usw., eine endliche offene Uberdeckung Vj, mit glatter 1-Zerlegung > ax(z) = 1, fiir die
supp(ag) C Vi gilt. Dann ist OE

supp(f) C V = (—¢,e)

Denn falls wir den Satz in diesem Fall bewiesen haben, folgt mit 1-Zerlegung, dass

2. Schritt: V C K, also r.S. = 0 wegen supp(f) C V, ist OK.
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Denn

K K
= /fz,a:l
v
= / . / /f7/7xz dl‘Z d$1 ‘e dl‘i_ldl‘H_l ce dl‘N
—€ —€ \—¢€
—_——
=0
=0
=r.S.

3. Schritt: Koordinaten in V, falls K NV # @.

Wiéhle Koordinaten & = (x1,...,2xny_1) und zy, also x = ({,xn), so dass SK NV =
graphh, mit h: (—e,e)N"1 — (—¢,¢), C! und zny = (). Aukerdem soll

KNV ={-e<any <h()}

sein.

Notfalls miissen die Koordinaten umnummeriert werden. Der Normalenvektor ist nun

1 —he

”@):m'( )

Denn es ist F(&,zy) := zy — h(§) = 0 auf 6K NV, folglich ist §K NV Niveaufliche
{z € V | F =0}. Aus dem impliziten Funktionensatz folgt

(o) | V(o) = ()

Beide sind senkrecht zu graph(h). Wegen n(z) > 0 zeigt die Normale nach aufen.
4. Schritt: rechte Seite
0K NV = graph(h) besitzt eine Karte

o(&) = (& (&))"
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Der metrische Tensor dazu ist

T
(9ij)ij =¥ ¢

. idy_
— (idy_1,h]) - (I gg 1>

—idy_1+h{ - he
1 he,
1 :
hen

g=detg; =1+ |hell5

Nun ist

r.S. = / ffn ds

graph(h
/T (‘ )_\/5 aé
(/66 / 1+ ||hell?

5. Schritt: linke Seite. 1 <¢ < N —1

/ fiz; dor...daxy

KOV
:/ //fz,gz dendéy ... dév—1
h(€)
= / a&/fi(§>$N) den | =fi(§, h(€))he, | dé1 ... dév—1
(—e,e)N-1 Ze
=0
6. Schritt: (1.S.) [ fndg
(_E’E)N
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/ o ded»s: / 7)meNf (&, 2x) dende
Knv —gg)N-1 —¢
/ I h(e)) de

= (r.S.)N

Vorlesung 07.01.10 Bemerkung.

1. Verallgemeinerung: Es reicht, wenn 0K, Lipschitz, aus endlich vielen C*-Stiicken
besteht.

2. Wichtige Anwendungen

Betrachte die stationdre Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit mit Geschwin-
digkeit v(z) € R3 fiir # € R3, und Quellstirke ¢(x). Dann gilt in einem beliebigen
C'-Gebiet K, dass

Abflussrate iiber 6K = /v -n

o

ivoy

I
[~
=

B
N

!
[

ufluss innerhalb des Gebiets K
Also ist
divo(z) = q(z)
Weitere Beispiele:
a) elektrisches Feld E(x)
div E(x) = q(z)
Hierbei ist g(x) die Ladungsdichte.
b) magnetisches Feld B(x)
divB(z) =0
¢) Gravitation F(x)
div F(z) = G* - p(x)
G* ist eine Konstante und p(z) die Massendichte (nicht negativ).
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Beispiel. Sei f(z) := 2 € RY und K = BY(0) die Kugel im R" mit Radius R. Dann

ist 6K = ngl(()) die (N — 1)-dimensionale Sphére und weiterhin n(z) = sz” sowie
2

divf = N.

R-voly_y (S~1(0)) = R-/l

0K

Also folgt fiir das Volumen

voly_1 (sgfl(o)) — N.RN-1. g

7.5.2 Satz von Stokes

Zunichst befassen wir uns mit dem Vektorprodukt von a,b € R3:

(@xb)i=ai1-bi—1 —aj—1-biy1

azbs — agbz e1 a1 b
axb=|azby —aibs | =,det | ea as by |“
albg — a2b1 €3 as bg

(a X b)l = Zgij,kajbk‘ €i;n € {O,ﬂ:l}
J.k

a.xl
V = | 0xs
aibg
h
f=11r5n
I3
divf=Vf
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Die Rotation von f : R? — R3 ist definiert als

Oaf3 — 03f2 et 01 fi
rot f=Vxf:=|0fi—0ifs| =,det [ex o fo]“
O1fa — 02 f1 e3 03 f3

Im R? mit f:R? — R? ist
rot f := 01 fa — 02 f1

Dies erhélt man, indem man sich f3 = 0 und x3-unabhingig denkt.

. fi(z1, z2)
f(xr, w9, m3) = | fo(@1,22)
0
B 0
rot f = 0
Of2 — 02 fa

Satz 7.5.3 (Stokes). Sei f € C! (U, RQ), wobei U eine offene Umgebung des kompakten
Cl-Gebietes K C R? ist. Dann gilt

t(x):=J-n(x) mit J:= <(1) _01>

Beweis: Hierbei handelt es sich um eine Variante des Satzes von Gauf.

/mu_—/mwﬁ>

K K

Z—/(Jf)T-n

oK

— [ )

N~
K t
=/fft
K

Ausflug in die Funktionentheorie (komplexe Analysis)
Zur Erinnerung: f: C — C = R? mit z = x1 +i -2 und f(2) = fi(x1,22) +i- fo(w1,22)
ist komplex differenzierbar, wenn

/ _(O0ifi O2fr\ _ [a —b
flanzy) = (51f2 82f2> B (b a) €C

Dabes ist

O
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Satz 7.5.4 (Integralsatz von Cauchy). Sei f € C' komplex differenzierbar und K C R?
ein kompaktes C'-Gebiet. Dann gilt

/ f-ds=0

0K

Dabei ist die komplexre Multiplikation gemeint. Mit s = (il) ergibt sich reell
2

_(5(7) 7= (s4(7) +i-sh(7))dr
as= (40) ar = (st 4 -5y d

Bewelis:

/f'dS: /fl‘dSl—fQ'dSQ +17- /fl'd82+f2'd81
0K K

K
= Zf-t +i- lf-n
:Zrotf+i-/divf
0

K

Dies folgt wegen komplexer Differenzierbarkeit aus

divf=01f1 —dafa=0
rot f = —01fs — af1 =0

Der Satz von Stokes ldsst sich auf den R? erweitern.

Satz 7.5.5. Sei S C R3 eine eingebettete, kompakte und orientierte C2-Untermannigfal-
tigkeit der Dimension 2 (also eine Fliche) mit Rand §S sowie dazugehériger Normale v
und Tangente ¥ (beide mit Norm 1). Dann gilt fiir f € Ct, dass

/(rotf)-vz/f-ﬁl
S S

Definition 7.5.6. Sei S C M kompakt, wobei M eine zweidimensionale Untermannig-
faltigkeit des R? ist. Auferdem existiere eine Umgebung U von S in M sowie ein Atlas
9o : D — V,mit D={|y|, <1,y € R*}. Weiterhin sei

VoaC S oder Van'S = @a(DN{y; > 0}) (falls nichtleer)
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KAPITEL 7. Integration im RY

und fiir die Kartenwechsel 7 := <pgl 0 @, gelte
det(7") > 0
Dann nennen wir S eine orientierte C2-Fldche mit Rand §5.

Die Richtung der Normalen v ist allerdings noch nicht eindeutig. Sie wird so gewéhlt,
dass
det ( 9y, ¢a ‘ OysPa ‘ v)>0

Beweis: 1. Schritt: Endliche Zerlegung der 1 zu Atlas Vg, @4
Es ist

Zajzl, 0<a; <1, aj; € CX(Va), f:Zajf

Z/rotajf V—Z/ajf

J 58

Zeige

Ohne Einschrankung kommen wir also mit einer einzigen Karte ¢, V; aus und lassen ab
jetzt die Indizes j mitsamt «; weg.

2. Schritt: Sei F € CY(S,R3), ¢ : K — S eine Karte und K ein berandetes Gebiet in
D C R?. Dann gilt (mit i mod 3)

3
SDZ+17SOZ 1)
‘v = (Fi o)
/ Z_:/ yhy?)
S - K

Npiv1, pi1) _ dot <3y1%+1 ayz%ﬂ)
8(y1,y2) 83/1901'71 81/2%01'71
Betrachte nun nur noch ¢ = 3. Ohne Einschréankung kénnen wir v3 # 0 annehmen. Dann
kénnen wir mit dem impliziten Funktionensatz lokal xs = h(x1,x2) schreiben. Es ist
dann

weil

—0p, h
1
v=|—0xh

1 V1+ I

und Py : S — (x1,x2)-Ebene eine Projektion. Aus dem Beweis des Satzes von Gaufs
wissen wir

1
/F3V3: / Fy(21, 22, h(21,22)) - — s V1175 deidas

1+ ”h/H2 v

S P12(S) NG
(1, ¥2)
[Z( 3 80) a(y17y2> yl y2

Fiir die anderen i = 1, 2 vertausche man die Indizes zyklisch. Anschliefendes Summieren
iiber ¢ fihrt zum Ziel.
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7.5. Partielle Integration

3. Schritt: rechte Seite

Y = ow) - -t Mo -
(Jf o= [too pi I,

0K

Wir vereinbaren nun folgende Kurzschreibweisen:

0 0

Pij = 871/] Wi fig = Oax

fi

4.Schritt: Stokes in R? auf rechte Seite anwenden

/f-ﬁ—i/fi-ﬁi—i/(fiow-w;-t
S

i=lsg i=lgg

Fir ¢ = 3 lautet der Summand der rechten Seite

Jeor (i) o= [on (000 (322))
= [0 ((fr29) - 00) = 0y (f209) - B0

(f3101,1 + f32p2.1 + f339¢37) - ¥3.2

(fa1p12 + fa2p2.2 + f339¢32) - p3.1

— P— A

+ (fS 0o 90) : 81/1824290 — ’ ayzaylSOS
8(903, 801) 3(8027 903)
— _ Ll AT L _ATery o)
IZ far 0(y1,vy2) fa2 I(y1,y2)

Nun betrachten wir die linke Seite. Mit F' = rot f wenden wir die Ergebnisse aus dem

2. Schritt an.
- 3 O(pit1,Pi-1)
/(rotf).y_;!(rotf)l-a(ylw

S

Der Summand fiir 7 = 3 lautet dann mit Kurschreibweise

B 01, 92)
IZ (o = o) GEme
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Vorlesung 14.01.10

KAPITEL 7. Integration im RY

Beschrianken wir uns nun nur auf die wesentlichen Indizes, sieht die Situation folgender-
mafen aus:

il f —f o¢
13,2 2,3 (2,3)
21,3 3,1 (3,1)
302,1 1,2 (1,2

Suchen wir nun jene Eintrige mit f3 zusammen und ,entschliisseln” sie wieder, so erhalten
wir

/f32 0(p2, ¢3) - A3, 1)
L A(y1,y2) T 0(y1,y2)

Durch zyklisches Vertauschen der Indizes erhalten wir letztendlich alle Terme und es gilt
die gewiinschte Gleichheit. O

Beispiel (Integralsatz von Cauchy). Laut diesem Satz galt ja, dass

/f(z)-dz:()

sofern f(z) komplex differenzierbar und v eine geschlossene Kurve in R? = C ist. Daraus
l&sst sich folgern, dass

A= /ta_l cost dt = cos (a : E) T'(a)
0

B := /t"‘_l sint dt = sin (a : —) T'(a)

0

falls 0 < ¢ < 1 und

INa) = /to‘_l cetdt
0

Um dies zu zeigen, wird zunéchst das Integral zerlegt.
oz/ta—l-e—t-dt:/t“—l~e—tdt+/t“—1~e—t-dt+/ta—1-e—t-dt
v M 72 73

Falls wir zeigen, dass

R—o0

/tal-et~dt — 0

Y2
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7.5. Partielle Integration

gilt
Lla) «— [t e tdt+0(1) = - /to‘_l cetdt
R—o0 ~—~
gat 72 73
0
= —/(i~7)a_1 e VT idr
R
R
= /7’0‘1 -(cosT —i-sinT)dr- *
0
—~—
R:;OAfi-B o g
Also folgt

A=i-B=T(a)- "5 =T(a)- (cos(a-3) —i-sin(a- 7))

Nun zeigen wir noch, dass die Voraussetzung auch stimmt. Wir substituieren hierbei
t = R-e'"Y und deshalb dt = R - €'? - i dop.

3
/tal et dt < / ’Rafl . eigp(afl) . efR-eiLP "R Z‘ do
Y2 0

%

RO . e—Pucosgo d(p

Il
o

[ME]
|
™

I
—

%
Ra . e—R.cosap dgo—i- / Ra . e—R.coSgo d(p
—&

Wl

N o
|
™

R . e—R-sin(%

RY. e—R~Cos(g—s) d90+ )d@

o,

. R™. e—R'sin(a) +e-RY

IN

'Ra X e—%-Rf te. Roz

VAN IN
oy 1\9\211\9\210\

R - exp (—; ‘R Ré'(‘“”) +RY Rt (y)

= E . R® - exp <_1 . Ré'(l_a)) + ‘R—%'(l—a)
2~~~ Y S——— ~———
—00 —00 —0
—0
—0
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KAPITEL 7. Integration im RY

Bei (*) verwende ¢ := R~2 (1),

Bemerkung (Maxwell-Gleichungen, 1871). John C. Maxwell(1831-1879)

divD =p Gauf
divB=0 Gauh
rot £ = —0,B Faraday
(rot H=1J Ampere)

rot H =J + 0;D Maxwell

Dabei gelten folgende Bezeichnungen:

dielektrische Konstante
magnetische Permeabilitit
elektrischer Strom
elektisches Feld
Magnetisches Feld

—8t/B-u:/rotE-y:/E-y:U
S 6S

S

<= O

Anwendungen:

(i) Mikrofon

(ii) Lautsprecher, Elektromotor

/H-Z/:/rotH-Z/:/J-V+...:Strom

0S S S

(iii) Transformatoren

Idealerweise tritt kein Verlust auf, dann wére
U-I=P=U-1

Jedoch ist nach Ohm die Verlustspannung
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7.5. Partielle Integration

Also ist die Verlustleistung

.z . 2 P\2 P\2 2
p=0-1=(I)-Rr= () R <> ()R
U U n
Da P und U vorgeschrieben sind und R zu verkleinern mit hohen Kosten verbunden
ist, erreicht man eine geringere Verlustleistung, falls n > n. Dann ist auch U > U.

(iv) Licht, Radio, Handy, Radar, Mikrowelle usw.

D = sin(wt) - Dy(x)
0D = w - cos(wt) - Do(x)

So kann iiber partielle Differentialgleichungen die Wellenausbreitung von elektro-
magnetischen Wellen (E, B) bestimmt werden. Im Vakuum ist p = 0. Fast man
Licht als elektromagnetische Welle auf, so erhalt man auf diesem Weg die Lichtge-
schwindigkeit mit circa 315000 22

Ausblick: Unsere Sitze von Gaufs und Stokes sind sehr verallgemeinert worden fiir allge-
meine orientierbare Mannigfaltigkeiten S C RY mit Rand S und Dimension 1 < m < N.
Gauk: S=K, m=N

Stokes: m =2, N =3

Kurven: m =1

Es gilt (vgl. [Forster III], [Holmann & Rummler|) der allgemeine Stokes

/dw—/w
S 6S

Dabei ist w eine sogenannte dufere /alternierende Differentialform der Stufe m—1
und die duflere Ableitung dw eine alternierende Differentialform der Stufe m. Formen
der Stufe m sind die richtigen Objekte zur Integration auf m-dimensionalen Mannigfal-
tigkeiten, weil sie sich korrekt (geméf Transformationssatz) transformieren. Die dufsere
Ableitung dw ist gerade so definiert, dass der Satz stimmt.

Beispiel. dim S =2 in R3 und w := f; dzy + fo dao + f3 das.

/f'19=/w:/(f1 dzy +fo dzg +f3 dag )
6S 0S éS x’ (s) ds x4 (s) ds xf(s) ds

Dabei ist s die Bogenléinge entlang der Kurve 5.

dw = (I‘Ot f)1 dxo A dxsg + (I‘Ot f)g dxs Adxq + (I‘Ot f)g dx1 A daxo
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8 Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-Integral ist ein Versuch, recht viele Funktionen zu integrieren und recht
einfach (Grenzwert-)Sétze zu erhalten. Bisher haben wir uns mit halbstetigen Funktionen
befasst. Dazu einige Erinnerungen:

H' = {p:RY - R|3p, € C mit o, N}
= {¢| ¢ ist uhs und ¢ > 0 auferhalb eines Kompaktums}

HY = {9 : RN = R| 3y, € Cc mit ¢y, \, '}
= {4 | ¢ ist ohs und ¢ < 0 auferhalb eines Kompaktums}

= —H
Hof o= Jim [ o
/(—90)——/90 (peH)
HT — HTT

HTB%%@:/w—nlggo/so

8.1 Definition und erste Eigenschaften
Definition 8.1.1. Es sei
F= {f:RNH]RU{:I:oo}}

die Menge der numerischen Funktionen. Definiere dann fiir f € F das Lebesgue-Ober-

integral
/ f:zinf{/cplngfmitchHT}Soo

sowie das Lebesgue-Unterintegral

/*fizsup{/¢’w<fmitweyi}>_oo

Wir nennen f Lebesgue-integrierbar (f € L), wenn
—00 < /f :/ f <o
*
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KAPITEL 8. Lebesgue-Integral

Dann bezeichnet

cfr=[1=]1

Lemma 8.1.2. Seien f,g, fn € F. Dann gilt

[r=-[cn
Afs/w?
f§g=>/*f§/*g A Afélg

das Lebesgue-Integral.

(1) Symmetrie
(i1) Vergleich
(iii) Monotonie

(iv) Konsistenz
feH A ‘/f'<oo:>f€£ A E—/fz?-[—/f

(v) Skalierung
A>0 A f>0:>/)\f:)\-/f

(vi) monotoner Limes

n

fn20:>/*<znjfn>32(/*fn)

Beweis:

(i) Symmetrie

Af:am{/ﬂwwéfmﬁweH%

:sup{/(—w) '<p2 (—f) mit ng’HT} (¢ = —¢p)
:—inf{/g@‘th(—f) mitGOGHT}

- [
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8.1. Definition und erste Eigenschaften

(ii) Vergleich. Betrachte
Hisp<f<peH

:>/og/<p+(—w):/w+/(—w)=/<ﬂ—/w
:>/¢§/90
:>/*f=sip/w§igf/@=/*f

f<g<peH = f<yp

Weil bei g das Infinimum {iber eine kleinere Menge von ¢ gebildet wird, ist also
* *
/ 9= / f
(iv) Konsistenz. Betrachte den Fall f € H*. Dann wihle in der Definition von [, f
einfach ¢ := f um zu sehen, dass

[1=[v=n1

Um [ * f zu bestimmen bedenke, dass f € H¥ monotoner Limes ist.
H' DC3 vn N\ f
~—

=pn

H/f—hm o

n—oo

(iii) Monotonie

—(Pn
Folglich

/*g/*f:inf{/go‘QOmeit(pEHT}< hm son—“rl/f /f
:>/*f=/*f=/f

Also ist das Integral endlich.
(v) Skalierung

/*)\f:inf{/go‘goz/\fmltgoe?ﬁ}
—inf{/)\go‘)\g0>/\fm1tg0€7—ﬁ}
:inf{/)\go‘cp>fmit<,0€7-ﬁ}
[
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KAPITEL 8. Lebesgue-Integral

(vi) monotoner Limes. Wihle, zu beliebigen €, > 0, H' 3 ¢, > f, mit

/wnz/*fwren

Dann folgt

8.2 Stetige Approximation

Zu f € F tun wir so, als hitten wir eine Norm.

1l = / i

IAFIF = IAT- 1]
I1F +gll < 171+ Tlgll

Wir haben wegen des Lemmas

Allerdings ist ||f|| < oo, nimmt also eventuell oo an. Dies kénnten wir noch beheben,
indem wir uns auf f € £ einschrinken. Jedoch bleibt das Problem, dass

[fll=0 = f=0

Es kénnte f z.B. die Indikatorfunktion einer abgeschlossenen Nullmenge sein.
Fiir den Moment blenden wir dies jedoch aus und sehen sie als richtige Norm an.

Satz 8.2.1.

(a) ,dicht®
fel=Ve>03geC: |f—gl<e

84



8.2. Stetige Approximation

(b) ,stetig”: Sei f € F und gy, € C.. Dann

I =gl —0=feLl A /fznm o

n—oo

Beweis:

(a) ,=“ Sei f € L, € > 0 beliebig. Wahle

Y <f< o > g
~—~ ~—
eH+ eHt eC.

v foz [1=[12[o-1
[o> [e-

p—f<e—1y fallsg>f
If =gl <
— falls g < f

mit

N ™

Nun gilt

<(p—v)+(p—9)

Fiir das Integral gilt dann
/ If—glé/w—/¢+/s0—/g<6

»<=": Nach Voraussetzung ist

Also existiert h € HT mit

Deshalb gilt

und nun

Veﬂg:/gsﬁ/g/h=/¢§/*f§/*f§/g+/h§/g+€
Also ist §
Li=]

und endlich. Also ist f € L.
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KAPITEL 8. Lebesgue-Integral

(b) Benutze den Beweis von (a) ,,<* mit gy, hpn, e, — 0. Wegen (a) ist ohnehin schon

f € L. Dann
/gn_sng/fS/gn+5n

/f: lim [ g,
n—oo

Also

O
Zerlege f in einen positiven und einen negativen Teil:
£ max(££,0) e FE={feF|: f>0)
Also ist
f=r—f [fl=f+f"
Korollar 8.2.2.
(a) feEL< fT,f €L
(b)) feL=|fleL
(¢) f1, f2 € L = max(f1, f2), min(f1, f2) € £
Beweis:
(a) Ubung
(b) Ubung
(c) Esist fi = g1 € C. (bis auf ¢1) und fo = g2 € C. (bis auf e2).
[ max(gi. o) - max(on, go)| < [ wmax(l — a1l 12 — g2
< [1s-al+ [1n-0
<el+teg=:¢
0

Korollar 8.2.3. Seien f1,fo € £ :={f € L|Vz : f(x) # +oo},\ €R.

/)\f1+f2 /fl /f2
f<h— [n<[n

(a) Linearitdt:

(b) Monotonie
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8.2. Stetige Approximation

Bewelis:

(a)
szgkecc

[5=[ 5

Hierfiir gilt Monotonie aber schon.

(b)

Korollar 8.2.4. Seien f1, fo € £1 und sei fo beschrinkt, d. h.
dM € RVz : |fo(z)| < M

Dann gilt
fi-feel

Beweis: f; =~ g, € C.

| fife — g192] :/ |f1f2 — 9192]

S/ |f1f2—91f2\+/ l91.f2 — 9192

S/Wﬁ—m-M+wPMW/!ﬁ—m
RN~~~

€Ce
<M -e1+sup|gi]-e2
<eg
Zu e, M wihle €1, g1 mit
€
M-e; = —
1T

und zu g; wihle 2, go mit
sup |g1] - €2 <

N ™

Korollar 8.2.5. Sei f1 € £1, beschrinkt und p > 1. Dann gilt
fIP et
Beweis: Sei P(§) := £P. Dann gilt fiir 0 < &1, < M, dass

|P(&) — P(&)| < pMPTHE — &)|
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KAPITEL 8. Lebesgue-Integral

Wir wissen schon, dass £; 3 |f| &~ g. Ohne Einschriankung ist 0 < |f|,¢ < M. Dann
folgt

1P = Pl = / 17 - o)
- / P(f)) - Plg)|
< / pMPL|[f] - gf
< pMP~ e

Dies wird nun wieder beliebig klein. O

8.3 Lebesgue-Nullmengen

Definition 8.3.1. Sei A C RY und 14 die zugehorige Indikatorfunktion. Falls 14 € L,
nennen wir A eine integrable Menge mit Volumen (Maf)

vol(A) :z/lA

A heilt Nullmenge, falls
vol(A) =0

Beispiel.

vol(AU B) = vol(A) + vol(B) — vol(AN B)
vol(A \ B) = vol(A) — vol(AN B)

Dies gilt, falls alle Terme (bis auf eventuell einen) Lebesgue-integrierbar sind.

Bemerkung.

(i) Q ist eine Nullmenge (1g ist die Dirichlet-Funktion).

/ 1Q:/ Z Lp/qy SZ/ 1{p7q}220:0
(p.a)=1

(ii) Jede abzdhlbare Menge A ist eine Nullmenge.

denn:

J A, ist eine Nullmenge, wenn jedes A,, eine Nullmenge ist.
neN

denn: . . .
/ 1UAn:/ ZlAnSZ/ La,

(iii) R ist iiberabzahlbar.
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8.3. Lebesgue-Nullmengen

(iv)

(v)

(vii)

(viii)

Hyperebenen (endlich dimensionale echte Teilriume) des RY sind Nullmengen
(Spezialfall von (v)).

Sei I' C RY der Graph einer stetigen Funktion f: RN~"1 - R, d.h.
I={(z,y) eR" ' xR | y= f(x)}

Dann ist I" eine Nullmenge.

denn: Da T' abgeschlossen ist, ist 1r € H¥ und wegen Fubini gilt

[uw=wfw= [ | [y

RN-1 R

=0

Sei A eine Nullmenge und w4 definiert als

00 falls z € A
ug(x) =
0 falls z ¢ A

Dann gilt
ug € L und /uA =0

denn: Setze g, := 14. Dann
* * *
0< furs [ua= [ Yo <X [ 1a=0
* n "N~
=0

Sei f € L. Dann ist A := {z| f(x) = £oo} eine Nullmenge.
denn: Wegen f € L ist auch |f| € L. Fiir jedes € > 0 gilt

0</*1A</*5'|f|:5'LffH/

<oo

Dies wird beliebig klein. Also ist

*
[ =0

Sei ¢ : RY — RY Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L. Sei weiterhin A C RV
eine Nullmenge. Dann ist auch ¢(A) eine Nullmenge.
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KAPITEL 8. Lebesgue-Integral

denn: Sei U eine offene Umgebung von A. Zerlege U in Wiirfel mit Kantenldnge
1,3,4,...
5D 40

U= U W,
neN

> vol(Wy) < vol(U) < &

Wenn W, Kantenlinge a hat (also vol(W,) = a'), dann passt ¢(W,,) in einen
Wiirfel der Kantenlénge La (L ist Lipschitzkonstante von ¢ beziiglich der Maxi-
mumsnorm), also

vol(p(A)) <3 “vol(p(Wy)) < Y LN -vol(W,) < LV - &

Dies wird beliebig klein.
Vorlesung 26.01.10
Definition 8.3.2. Seien f,g € F. Wir sagen, dass f = g fast tberall (f.1i.), falls

{z | f(x) #g(x)}
eine Nullmenge ist.

NB: Die Gleichheit fast iiberall ist eine Aquivalenzrelation auf F. Definiere dann
L':=L/_¢s
Satz 8.3.3.

(a) Sei f € L und g = f f. 4. Dann ist auch g € L und es gilt

Jo-

Im Klartext heifft das, dass die Werte, die [ auf Nullmengen annimmt, unbedeutend
sind.

(b) L' ist ein Vektorraum mit Norm

Il o

(c) Die Abbildung I : L' — R mit I(f) := [ f ist linear und beschrinkt, also auch
stetig.

Beweis:

(a) Setze h :=|g — f|. Es ist also

f—=h<g<f+h
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8.3. Lebesgue-Nullmengen

()

Auferdem gilt

OS/hg/@yH#MZO
/*g</*f+[:;/f
Jo= fo=[r= s
/stgs/*gs/f

Es handelt sich um einen Vektorraum, da f1 + fo und Af mit A € R wohldefiniert
sind. Die Beschrinktheit folgt, weil wir bereits gezeigt haben, dass mit f € £ auch
|f| € £ und die Norm gerade dariiber definiert ist:

Dann folgt

Also haben wir

und damit die Gleichheit.

1l = / ] < o0

Es bleibt zu zeigen, dass

Nflljr =0 = vol{z| f(z)#0} =0
———

A

Mit f,, := | f] gilt

/1A<Z/ frn=0 = volA=0

"IR/—/

Dreiecksungleichung und Skalierung folgen wie fiir £;.

Tatséichlich kénnen wir in L' stets Reprisentanten in £; wihlen.

Die Linearitdt von [ ist wie in L. Zeige also nur noch die Beschrénktheit.

If)=‘/f‘§/|f!=/*!f\=\|fllu<oo

O]

Spéter werden wir noch zeigen, dass L' sogar vollstdndig und somit ein Banachraum ist.
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KAPITEL 8. Lebesgue-Integral

8.4 Konvergenzsitze

Satz 8.4.1 (Monotone Konvergenz; Beppo Levi(1875-1961)). Sei f,, € L eine Folge mit
h<f<...—f (Yo, fi)
Ferner sei

M= lim | f, <o

n—oo

Dann folgt, dass f = 1i_>m fn € L und

[ =]t s [ 5

Beweis: Nach Voraussetzung gilt

f=ta=>_ frr1— fi

k>n >0

Folglich

w-nuui/U—n

= /* D (frer— fr)

k>n

< Z/*(karl — Jx)

k>n

:Z/fk-i-l_/sz

k>n

—a— [ 4,

—
" OOO

Zu € > 0 beliebig wihle also f, € £ mit

€
17~ flles < &
und zu f,, wihle g € C. mit
€
ol < &
Dann folgt
If =gl <e

Also ist f € L. Weil I = [ auf L' stetig ist, folgt aus der Konvergenz gegen Null nun
auch

1) = [ £=Jim [ fu= lim 107,

n—oo
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Satz 8.4.2 (Majorisierte Konvergenz; Lebesgue(1875-1941)). Sei f, € L mit f, — f

(Vz oder f.1i.). Es existiere eine integrierbare Majorante F' der f,, d.h.
Vn i |ful < F und /F<oo

Dann folgt f € L und
[ = [ go=tim [,
n—oo n—oo

Insbesondere existiert also die rechite Seite.

Beweis: Dies lasst sich auf den vorhergehenden Satz (Beppo Levi) zuriickfiihren.

%M@:<mMﬁMO/”%M%=G$ﬁW>\xﬂ@

m<k<n n—o00 m—00

i< [[Fen
Jomn 2 om0
fomz=]r

() = (i @) N nle) o= (juf A@)) 2 5

Jrmn 3 ftn 22 5

Also zusammen

/f7:;‘/mws/7ms/%m,;; Iz

m—o0 m—0o0

[t [

Dann gilt auch

Beispiel.
i) f:RY =R, f(z) = ||z|;* Dann gilt
feL(BR0) = a<N

wobel
B (0) = {z € R"| ||z[|, < R}
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KAPITEL 8. Lebesgue-Integral

Denn mit

T T 1
h@%:{ﬂ) EEE

0 sonst

haben wir f, / f und mit Ubergang zu Polarkoordinaten gilt

R
/ |zl = nli_)rglo r=rN 1 da - vol (SNT1)
RN 1
R N
= lim ! N Nz
nooo [N —a 1 I (5+1)
N
— N 2 . RN—a

(ii) Fiir s > 1 ist

Dabei ist
oo
C(s) := Zn_s
n=1
und
(o)
I'(s) :/ys ey dy
0
Denn mit

ist zunéchst das einzelne Integral
oo oo
/fn(a:) de=n"%- /(na:)51 ce "dnzr =n"°-T(s)
0 0

Fiir die Summe gilt

S - s— —z\7 s— 1 s—1
f(x)::;fn(x):;l“ )= 1'<1—e:v1):;_1

Diese Funktion wollen wir integrieren. Also

) N N
/0 flz) = lim / ;fn(x) = Jm (; n) -T'(s)

(iii)
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8.5. Die Banachriume P

8.5 Die Banachraume L*
Vorlesung 28.01.10

Sei stets 1 < p < oo.
Definition 8.5.1. Fiir f € F setze

\ﬂuzufm~=</‘uw>pga>

Es bezeichne £P diejenigen f € F, die lokal integrierbar sind (f € L},.), d.h. fiir jede
kompakte Teilmenge K C RY gilt

(f-1k) e L*
Fiir diese Funktionen ist die Norm beschrankt, also
£l < o0
Setze nun
1P = L7/ s

Korollar 8.5.2.
(i) [IAflle = 1AL 1N o
(11) Minkowski-Ungleichung
Lf+gll, < Wfll, + llgll,

(i1i) Holder-Ungleichung: Sei 1 < p < oo, I%—l— é =1, [[fll, < oo und [|g||, < 0. Dann
gilt

[ 18- <1, -l
Fiir p=q = 2 st das die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Beweis: Aus der Analysis I ist bekannt, dass

o1 1 1
Ya,b>0 : ar-bs < —-a+—--b

p q
Dies gilt wegen der Konkavitdt des Logarithmus. Setze nun
. Piid = gl
= Iz " q
/1l lgllg

Mit a = ¢(z) und b = ¢(x) gilt dann
/*|fm :/*LW T 1gl )"
1£1lp - lgllg I1£1I5 l9llg

*1 P *1 q
<[P, L
p 15 q llgllg

1 1

p q
1
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Satz 8.5.3.
(a) LP ist ein Banachraum mit Norm ||-|| ;.
(b) C ist dicht in LP.
(¢) Wenn fe€LP undge LT mit 1 < p< oo und%—i—%:l, dann ist (f - g) € L' und
es gilt die Hélder-Ungleichung.
Bemerkung. Funktionalanalysis:

L9 C (LP)*

Das heifit, dass g € L9 ein beschrianktes, stetiges und lineares Funktional

fro [ 10

auf LP definiert.
Genauer gilt sogar

L9 = (LP)*

L? ist Hilbertraum mit Skalarprodukt

um:/ﬂg
() = IIf1I3

Beweis: Hier wird lediglich die erste Aussage des Satzes bewiesen, der Rest kann in
Biichern nachgelesen werden.

Dass LP ein Vektorraum ist, folgt aus den Eigenschaften (i) und (ii). Es bleibt zu zeigen,
dass LP vollstindig ist.

Gegeben sei eine LP-Cauchyfolge f, € LP. Finde f € LP mit f,, — f, also

lim || f = fll, =0

Da es sich um eine Cauchyfolge handelt, geniigt es die LP-Konvergenz einer Teilfolge f,,
Zu zeigen.

Trick: Versuche

o0

Fi=tng =Y (frnr = f)
k=0
und wihle (fy,) so, dass mit gy := fn, ., — fn, gilt:

1
vk < llgell, < o
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8.5. Die Banachriume P

Schritt 1: LP-Fassung der majorisierten Konvergenz.
Sei LP 3 1, — 1 (f.1i.) mit LP-Majorante ¥, d.h.

¥n ¢ || < T und H\I/Hg_/ WP < o

Dann folgt ¢ € LP und [|¢b, — ||, — 0.
denn: Sei K C RY kompakt. Betrachte

Up -l =1 pp — = 1k

/le — / |- 1k < /|q,| g < 0 - k],

Es ist

Also ist |¥| - 1x eine L'-Majorante der |p,|. Darum gilt die Behauptung mit L!'-majori-

sierter Konvergenz.

- P i 1 f’</ TP <
ol = [ 1o =t [l vl < [ <o

nhlﬂo/ [on — ¥l = /nli_{rolo o — P = 0

Weil wir eine integrierbare Majorante haben, gilt

[Yn =PI < ([al + [0 < (2]W])P =27 ¥

Weiterhin

2. Schritt: Folgere aus der Konvergenz _ [|gx|, < oo die absolute Konvergenz f.1., d. h.

soll f. 1. existieren. Zeige weiterhin, dass ¢ € LP und

||¢m *@Z)HLP = anm+1 - fno - erf"OHLP m*)

—00

denn: Setze

(;m5::§:|gﬂ//1G
k=0 m

Dabei soll G der Kandidat fiir |¥| aus Schritt 1 sein. Es ist

m p 00 p
Gl < (lengp> < (ZHngp> < o0
k=0 k=0
—_———

MP
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Vorlesung 02.02.10

KAPITEL 8. Lebesgue-Integral

[en— [er<ar

Also ist G € LP eine LP-Majorante der v, € LP. Ferner ist {z | G(z) = oo} eine
Nullmenge. Also konvergiert > gx absolut f.i. Mit Schritt 1 ist nun

Wegen Beppo Levi gilt

Y = lim wm:ngeLp

m—00
k=0

und es gilt
[ — ¢m||p > 0
m—r0o0

Damit also auch
1f = fanlly = 0

Wir kénnen auch wieder den Transformationssatz formulieren.

Satz 8.5.4. Sei ¢ : U — V C RV (beide Mengen offen) ein C'-Diffeomorphismus und
f:V = RU{xo0}. Dann gilt

f ist integrierbar auf V. <= (fo)- ‘det Lp" ist integrierbar auf U

[1= [0 jecy
1% U

CU) 3 g0 — f (Lil)

Auflerdem

Beweis: Es gilt

Fiir die g, gilt der Satz schon. Auferdem wird verwendet, dass fiir eine Nullmenge N die
Menge ¢~ !(N) ebenfalls eine ist, da ¢! Lipschitz-stetig ist. O

8.6 Integrale mit Parametern

Betrachte f: R™ x R™ — R mit (z,y) — f(x,y) und versuche dazu zu definieren:
F(z) ¢=/f(l’,y) dy
R

x € R™ wird also wie ein Parameter behandelt. Die Frage ist nun, ob F' integrierbar,
stetig, differenzierbar vom Parameter z abhingt, und wenn ja, wann?
Zunichst gilt der folgende Satz.
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8.6. Integrale mit Parametern

Satz 8.6.1. Sei f : R xR"™ — R integrierbar. Dann ist f(z,-) : R = R mity — f(x,y)

integrierbar fir fast alle x € R™ und F(x) ist integrierbar mit
/ / / /f x,y)dy | dz
R™ xR™
Dies ist also im Wesentlichen der Satz von Fubini.

Beweis: Betrachte
H'sh< f<heH

[ray—m<F /fdy</fdy—F*<H Az

Dann folgt

Die Differenz zwischen F, und F™ ist dann héchstens 2¢, wird also beliebig klein. Also

st

[

Satz 8.6.2. Fiir f: U xR"™ — R mit U CR™ gelte Folgendes:
(i) f(z,:):yw— f(x,y) sei integrierbar fir alle x.
(i) f(-,y):x— f(x,y) sei stetig (in xo) fir fast alle y.

(iii) Es existiere eine Magjorante

[f(z,y) < My| mat ||M][11 < oo

Dann ist die Abbildung x — F(x) stetig (in xo).

Beweis: Es gilt f(z,,-) — f(xo,-) (f.1.). Alle sind integrierbar und besitzen eine

Majorante. Also auch F(z,) — F(xg).
Satz 8.6.3. Fir f: U xR™ = R mit U C R™ gelte Folgendes:
(i) f(z,:):yw— f(x,y) sei integrierbar fir alle x.
(ii) Die Ableitung f.(-,y) : © — fx(z,y) existiere fir fast alle y.
(iii) Es existiere eine Magjorante

[f(z,y) < My| mat |M|[1: < oo

O
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Dann ist die Abbildung x — F(x) differenzierbar und es gilt

M—/nmmmd

Feles) ] = lim & (£ + th,) — F(z,)

N0

Beweis: Es ist

Also ist fz(x,-) integrierbar. Weiterhin

o) = o (o) = @) = o)1) — 0

Beispiel. Betrachte zur Gauf’schen Glockenkurve

¢@>:uxp(—§)

die reellwertige Funktion

F(w) = $(w) .%h/m dt

Mit dem Satz und partieller Integration folgt nun

1 o0
F,(W) = \/T? (-Zt) e Zwte 2 dt
¢ —iwt d _2
= — (e 2 | dt
V2r di ( )
1 7 d —iw _ =
v AT (e7™) ez dt
i T —iwt
——m (—iw) -e e 2 dt
=—w-F(w)

Von Gaufs wissen wir, dass F'(0) = 1. Solange F' > 0, folgt also

< (log F(w)) = —w

w
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und somit 1
log F(w) = —=w? + log(F(0))
2 N

Daraus folgt

A i

plr) = F(w) = 2" = p(w)
Die Gaufiglocke ist also ein Fixpunkt von -

Ein wichtiges Beispiel findet Anwendung in der Stochastik.

Beispiel. Das parameterabhingige Integral liefert die Faltung von zwei Funktionen
f,g: RN = R, definiert als

(f * 9)(x) = / f(x — w)g(y) dy
RN

Anwendung: Wenn f(z)dz und g(y)dy die Wahrscheinlichkeitsdichten der unabhangigen
Zufallsvariablen Z,Y bezeichnen, dann ist (f*g)(z)dx die Wahrscheinlichkeitsdichte von
X=Y+Z

Satz 8.6.4 (Faltung). Die Abbildung * : L' x L' — L' ist bilinear, beschrinkt, stetig
und symmetrisch. Falls f € C° und g € L', so ist f x g € C°.
8.7 Fourier-Transformation

Definition 8.7.1. Zu f € L*(RY,R) ist die Fourier- Transformierte gegeben durch

fo =0 [ )i
RN
Bemerkung.

(i) *: LY(RN) — BCO(RY) ist linear und beschriinkt, also auch stetig. Aukerdem gilt

F©)] < emF £l
Jm |7 =0
(i) Fiir A # 0 setze fy := f(\z). Dann gilt
RO =17 (5¢)
(iii) Die Funktion

o) = exp (=3 Il

mit x € RY ist ein Fixpunkt, d.h. ¢ = ¢.
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iv) Betrachte f(z) := 1;_; 1. Dann ist
[ b :|

A 21
f(&) = ;E -sing
Das Integral
/2 -sin€ d¢
0

existiert uneigentlich, aber es ist % -sin¢ ¢ L', denn sonst miisste auch ‘% . sinf‘ €

L' gelten, was aber nicht stimmt.
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